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Traduit du russe par H. Eugène COSSERAT, 

Professeur à l'Uiiiversilé de Toulouse (*). 



Nous donnons le nom de relation entre deux surfaces à une liaison entre leurs 
points, dans laquelle correspond à chaque point de i\ine des surfaces un point 
déiini de Taulre surface et à deux points infiniment voisins de la première surface 
des points inHniment voisins de la seconde. Une telle relation s'exprime analj- 
tiquement par deux équations entre les coordonnées des deux surfaces ou, si les 

(«) Le Mémoire ori-jinal intitulé: 06i. OTHomcHUix-b il cpo;iCTBax'b MeîK,iy KpiiBUMii 
nOBCpxHOCTflMii a paru dans le Tome I (p. 391-438) du Recueil mathématique (mxtemx- 
TH^ECKiii ciiOPiniK'b) publié par la Société mathématique de Moscou; au litre est adjointe 
celte indication que le Mémoire a élc lu le ào novembre i8G). La traduction que l'on va lire, 
ainsi que celles des autres Mémoires de Pelcrson qui parailronl successivement dans ces 
Annales, sont publiées avec la bienveillante autorisation de la Société mathématique de 
Moscou. 
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coordonnées sonl données en fonction de vartaUles arbitraires, par deux équations 

entre ces variables. 

Supposons que les coordonnées x^ y^ z d^ine surface soient données en fonc- 
tion de variables / ei / el les coordonnées X, Y, Z de Fautre surface en fonction 
de variables p et q\ alors, au moyen de deux équations entre /,. /, /><, q nous pou- 
vons exprimer/? et q en fonction de l et /, c'esl-à-dirc déterminer le point />, q de 
Tune des surfaces correspondant au point donné /, i de l'autre surface. 

Kn éliminant des équations définissant la seconde surface les variables p et q^ 
nous aurons les coordonnées des deux surfaces en fonction des vanables com- 
munes / et /. De telles variables communes / et /, pour deux surfaces qui se 
trouvent dans une relation donnée, sont arbitraires et peuvent être remplacées par 
d^autrcs variables communes /« et ty par la substitution ai4>itraire 

Pour chaque relation donnée, nous pouvons, par exemple, choisir les variables 
communes p et q^ de façon que les courbes qui, sur les deux surfaces x^ y^ z et 
X, Y, Z, correspondent -à p çX q constants, se coupent à angle droit, ou que 



dx dx ^ ôy ôy ^ âz ôz 
dp ôq dp ôq ôp ôq 


= 0, 


ô\ ()\ ÔY ÔY d'L ôl 

... -1- 4- _ - - 
dp ôq ôp ôq ôp ôq 


— O. 



Supposons que les coordonnées x^ y^ z et X, Y, Z des deux surfaces soient don- 
nées en fonction des variables communes / el /. Désigoonsf — ) -f- [-tj] -h f-^) 
ôx ôx ôy ôy ôz ôz , (ôxy (ôrV /ôzY 

1^^'' ""^-ôïTi^TlTi^TlTt P^' *' \Tt) ^ [rt) -^ \Tt) 1^'"^' "^"' ^'"""'^ 

de Téqualion 

ôx ôx àr ôy ôz ôz 

ôp ôq ôp ôq ôp ôq ~~ * 

, ôx ôx ôp ôx ôq ôx ôx on ôx ôq ... 

au moven de-T7 = -T ri ~^ T" aï^ ~r7=-5 t: "^ -^ îT' et ainsi de suite, 

ôl ôp ôl ôq ôl ôl ôp ôl ôq ôt 

Téquation suivante, 

ôp ôq (ôp ôq ôp àq\_^ôp ôq _ 

(') ''TiTi'^Tl'ôi^TtTij'^'TlTl-''' 

De la même façon, nous lirons 

.àpôqfôpth,0,>àg\ôpdq 
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si A, B, C oui pour la surface X, Y , Z la même signification que a, b^ c pour la 

surface x^ y^ z. 

■^. . àp ^ ùp dq un , , : , \ , \ , 

iJésignoQs ^ : -jj par "> 717 • "w P^iï* v\ les equaltons (i) el (2) prennent la 

forme suivante 

auv — b{u -h v) -h c =:0y 

A Mt' — \\{u -h {>) -\-C=^o 

et peuvent êlre résolues par rappori à u el v. Comme ces équations sont symé- 
triques par rapport à i^ et r, nous obtenons, par élimination d^ine inconnue, 
pour u et r, la même é(|uation, savoir 

(3) (aB — 6A)//«4-(cA — aC)uH-(^C— cB) = o. 

Si u el Ui sont les deux racines de cette équulion, -^ : -^ devra être égalé à une 

racine Uty -^ l -Â k Tautre racine //n ; par conséquent, les variables communes 
cliercliées seront des intégrales des équations 

dl -^ Uidl = o el dl -h liiidtz^o; 

comme à toutes les intégrales de ces équations correspondent les mêmes courbes 
[puisque leur position ne change pas par la substitution de /(p) et de ^(g) à p 
et ^], nous eu concluons que : 

Quelle que soit la relation entre les points de deux surfaces, sur chaque 
surface il n'existe Jamais qu^ un réseau rectangulaire de courbes correspon- 
dantes. 

Remarque. — Ce réseau ne peul être imaginaire, si la relation a lieu entre des 

points réels des surfaces. 

De l'équation 

ds^=2adl*-^2bdldt -^ c dt^ 

il résulte alors, en eOet, que a, c et ac — b^ sont positifs; de la même façon, A, 
C et AC — B*-* seront positifs. 

En multipliant par aB — 6 A, nous donnons à Téquation (3) la l'orme suivante : 



(4) 



[(aB - 6A)« -»- ^^^^1'= (^^^^^ - BaV- (AC- B')(ac - 6'). 



£n posant 

B=:^ÂCcos9, 6 = v/«ccos9', 
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nous décomposerons le second membre en deux fadeurs positifs, 
'. [v^cA -h v^ôTÎ — 2v/ac*ACcos(9 — 9')] x [v/cÂ-Hv/^~ 2 v/ûrcA(Icos(ç -+-9')], 

d'où il suit r|ue les deux racines «le l'équalion (3) seront réelles. 

Outre ces variables communes, aux(]uelles corres|)ond sur les deux surfaces un 
réseau rectangulaire de courbes, nous pouvons, pour étudier une relation arbi- 
traire entre deux surfaces données, introduire encore des variables communes p 
et q, telles (jue les courbes qui correspondent 'à p ^\. q constants sur les deux sur- 
faces soient conjuguées. Nous appellerons ces variables communes, qui sont 1res 
remar(|uables par leur signification géométrique, variables communes conju- 
guées Ae la relation donnée. Le problème de leur détermination a également une 
solution déterminée. 

Deux sjslèmes de courbes qui se coupent sur la surface s'appellent conjugués^ 
si les plans tangents de la surface menés le long d'une courbe d'un système se 
coupent dans deux positions consécutives suivant les tangentes des courbes de 
l'aulre s\stéme. Nous pouvons encore exprimer ainsi celte propriété des courbes 
conjuguées : deux courbes consécuiives d'un s^slème doivent former avec deux 
courbes consécutives d'un autre système un quadrilatère plan infiniment petit dont 
les côtés opposés (les tangentes des courbes), |)rolongés, doivent se couper. 

Supposons que/? et y soient, pour une surface donnée, des variables lelles que les 

courbes/; = consl. el 9 = const. soient conjuguées; désignons les dérivées — > -r— > 

. ' > ••• des coordonnées par x\ -Ti, x\ et les cosinus directeurs de la normale 
à la surface par Ç, r,, Ç; alors 

Ix' 4- riy' -Y- Ç^'izi o, Ix^ -+- -/îj, 4- Ç:;, =:: o. 

I^es cosinus directeurs de la tangente à une courbe q = const. sont proportion- 
nels à x' ^ y y z' \ |)ar conséquent, les cosinus directeurs de la tangente à la 

courbe voisine de çr = const. sont proportionnels kix'-\ — r— ^/(yj, (y' H — j- dq\ 

(^'4- -^dq\j ou a [x' -{- x\ dq)^ (.^'' + ^'1 dq)^ (^'"1- ^\ <^7)- Comme, suivant la 

définition des courbes conjuguées, ces deux tangentes doivent être situées dans 
le plan tangent à la surface, 

^.r'-+- Yî/ 4- Ç:;'= o et l(x' -h x\ dq) -+- yî( v'-t- ji ^7) 4- Ç(c'4- z\ dq) — o: 
nous obtenons donc la condition 
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SOUS laquelle les courbes correspondant à/> et ^ constants sont conjuguées. Si des 
variables imaginaires satisfont à cette condition, nous les appellerons encore, bien 
qu*elles niaient pas alors cette signification géométrique, variables conjuguées. 



DÉTERMINATION DES VAniAULES COMMUNES CONJUGUÉES. 

Supposons que les coordonnées a:, y^ z et X, Y, Z de deux surfaces qui se 
trouvent en relation, soient données en fonction des variables communes arbi- 
traires / et /, et proposons-nous d*exprimer ces coordonnées en fonction de 
variables communes conjuguées. 

Désignons les cosinus directeurs de la normale à la surface J7, y^ z par Ç, 7^, !^, 

w à* a: â^y ^ â^z . 

yd'^x à* y ^d^z 



on a 



y d^x ô^y d^z 

^ dp dq dp ôq ôp dq 

Au moyen des équations 

d*x d^x fdp\^ ô^x dp dq d^x fdq\^ dx d^p dx d^q 

'dF ~ d^y'dï) ^'^dpdqTl dl'^ dq^\dï) '^ dp /dF '^ dq 'dF' 

d*x d-x dp dp d^x fdp dq dq dp\ d^x dq dq dx d^p dx d-q 

drdi~"dp"dî di^dpdq\dï 'dt'^dlltj'^'dq^'dîlï'^dp Wdi'^ dq dfdi' 

d^x d^x /dp\* d^x dp dq d^x/dq\* dx d*p dx d*q 

'dF ~dp^\dt) '^^dpdq'àï di '^'àq'\dî) '^ d^ dF '^ d^ 'dF' 

nous tirons 

fàpV^ fdqy . dp dp dq dq fdpV /rf/V 

"^HdZJ-^Ki;^ ^^''dïin^^iiw '=''[ii)-^y[dj)' 

Fac. de T,, q* S., VII. 2 
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En ùliininanl a et Y, nous obtenons 

dp d<4 . (di> d<i dq dp\ àp dq _ 

De la même façon, nous avons 

.dp dq . fdp dq di dp\ -, dp dq _ 

si A, B, C ont pour la suifuce X, Y, Z la même signifiealion que a^ 6, c pour la 
surface x^ y^ z. 

Des deux ëqualions (6) el (-j) nous déduiroiis p et ^, comme nous l'avons fait 
au moyen des équalions (i) el (2); mais il y aura celle diflTérence que, dans ce 
dernier cas, les variables/? et ^, par suile des conditions a >o, c>>o, ac — 6^>o, 
seront toujours réelles, tandis que, dans le cas des C(|ualions (6) et (7), elles 
peuvent élre aussi imaginaires; par conséquent : 

Dans toute relation donnée entre deux surfaces, nous pouvons exprimer 
les coordonnées des deux surfaces en fonction de variables communes conju- 
guées {imaginaires ou réelles). 



DETKRMIKATION DE HFLATIONS. 



La relation ou la liaison entre les points de deux surfaces se détermine, comme 
nous avons vu, par deux cquationb entre les coordonnées ou les variables des deux 
surfaces; nous allons maintenant donner une signification géométricpie précise 
aux relations que nous nous proposons d'examiner el nous établirons leurs expres- 
sions analytiques. 

1. Première relation. — En mettant les points x, y^ Zy X, Y, Z de deux sur- 
faces dans une relation telle que les plans tangents ou les normales des deux sur- 
faces aux points correspondants soient parallèles, nous aurons, pour exprimer 
analjtiquemenl celte relation, les deux équations suivantes, 

(8) h^ = r 

où S, 71, {^désignent les cosinus directeurs de la normale de Tune des surfaces, Ç|, 
7^1, 2^1 ceux relatifs à Tautre surface. 

Si les coordonnées x^ y^ z et, par conséquent, les cosinus Ç, t^, 2^ sont donnés 
en fonction des variables / et t, si X, Y, Z et i«, 7|,, 2^| sont donnés en fonction 



SUR LES RELATIONS ET LES AFFINITÉS ENTRE LES SURFACES COURRES. I I 

des variables p et </, alors, par élimination des variables p et q^ au mojen des 

équations ^ = — = =-> nous obtenons les coordonnées des deux surfaces en fonc- 

tion des variables communes / et t^ qui peuvent être remplacées par des variables 
communes rectangulaires ou conjuguées. 

Pour exprimer plus brièvement que les plans tangents des deux surfaces aux 
points correspondants sont parallèles, nous dirons que les surfaces en ces points 
sont parallèles et nous appelons cette relation le parallélisme des surfaces. 

II. I^a deuxième relation que nous considérerons consi^te dans cette liaison des 
points de deux surfaces pour laquelle la droite joignant les points correspondants 
est une tangente commune aux deux surfaces en ces points. 

Pour exprimer analj'tiquement cette relation, remarquons que la tangente com- 
mune, joignant les points correspondants j;, j', :; et X, Y, Z des deux surfaces, 
doit être perpendiculaire aux normales des doux surfaces en ces points, que, par 
conséquent, 

i (X-a?)$-h(Y-7)rn-(Z-c)C=o, 

I (X-x)?,+ (Y-y)n,+ (Z-5)Ç, = « 

(où Ç, vi, Ç et Ç|, Tji, Ç| sont les cosinus directeurs des normales des deux surfaces 
aux points Xy y^ z cl X, Y, Z) seront deux équations entre les coordonnées ou les 
variables des deux surfaces; au mojen de ces équations nous pouvons introduire 
des variables communes rectangulaires, conjuguées ou arbitraires. 

Pour exprimer plus brièvement cette relation, nous dirons que les surfaces sont 
conjointes aux points correspondants et nous appellerons cette relation la con- 
jonction. 

Iir. La troisième relation est définie en disant que les points correspondants 
des deux surfaces sont situés sur une droite passant pur un point fixe donné. Nous 
dirons que les points correspondants, dans ce cas, sont situés en perspectis^e par 
rapport au point donné et nous appellerons ce dernier le point de vue ou le 
centre de perspective. 

Admettant que le point de vue soit Torigine des coordonnées, nous obtenons 
les deux équations suivantes 

. ^ X Y Z 

(lO) _ — - z=-. 

X y Z 

Si le point de vue est à Tinfini, choisissons Taxe des z parallèle à la direction 
de projection; nous obtenons les deux équations suivantes, 

\ — x, Y~/. 



J2 K.-M. PETER SON. 

IV^. Quatrième relation. — Dans la quatrième relalion, nous supposons les 
points des deux surfaces j:, ^, 2 et X, Y, Z dans une liaison telle que les angles 
dans un triangle infinitésimal de Tune des surfaces soient égaux aux angles dans le 
triangle correspondant de Taulrc surface. 

Cette condition, à cause de la similitude des triangles infiniment petits corres- 
pondants, se ramène à la condition que l(*s distances des points infiniment voisins 
correspondants sur les deux surfaces sont proportionnelles, ce qui revient à dire 
que les éléments linéaires ds = ^(fx^-h dj'^-^ dz^ et rfS = ^d\^ -+• d\ * 4- d^l^^ 
des deux surfaces pour des accroissements arbitraires dp et dq des variables com- 
munes sont proportionnels. 

Posons 

ds^ =z a dp- -+- b dpdq ~{- c dq*, 

dS'= A dp^-hBdpdq -h Cdq*; 

d'après la condition à laquelle doivent satisfaire les variables communes des deux 
surfaces données, on aura 

/ X ABC 

en posant ~ = X, où X est une fonction des variables communes, nous obtiendrons 

Az=zla, B—lb, C=:).c, 

par conséquent, 

dS* - X« ds\ 

Supposons que / et / soient les variables imaginaires de la surface Xj y, z à 
Taide desquelles Télément linéaire ds de cette surface est ramené à la forme 

ds*z=li*dldt. 

Supposons que /|, /|, dS^ = y^ dl^ dt^ soient les variables imaginaires et Télé- 
ment linéaire de la surface X, Y, Z; 1^ = 1 et t^ = t ou plus généralement 
l^ = /{l), /, = y(/) seront les deux équations clierchées entre les variables des 
deux surfaces; on aura, par suite. 



ou, plus généralement, 



t/S = — ds, 
H- 



dS=^/'(l)f(t)ds = 'kds. 



Kn éliminant /| el /|, nous obtiendrons les coordonnées des deux surfaces en 
fonction des variables communes imaginaires / et ^ qui peuvent être remplacées 
par des variables communes conjuguées, rectangulaires ou arbitraires. 
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D'après la propriété de celle relation que les angles dans les triangles infiniment 
petits correspondants sont égaux, toutes les courbes sur Tune des surfaces se 
coupent sous les mêmes angles que les courbes qui leur correspondent sur Tautre 
surface; par conséquent, des figures arbitraires sur Tune des surfaces seront sem- 
blables aux figures qui leur correspondent sur Tautre surface. Nous dirons qu'aux 
points correspondants les deux surfaces sont rapportées graphique ment y et nous 
appellerons cette relation relation graphique. 



SUR l'affinité entre les surfaces. 

Nous avons appelé relation, la liaison entre les points de deux surfaces corn- 
plèlement arbitraires qui s'exprime analjtiquemeut par deux équations entre les 
coordonnées ou les variables des deux surfaces. Mais une liaison qui est déter- 
minée par trois équations ou par un |)Ius grand nombre d'équations ne peut plus 
exister entre les points de deux surfaces arbitraires. Il faut supposer qu'il existe 
des propriétés particulières communes à ces surfaces; nous appellerons par con- 
séquent une telle liaison, affinité entre les deux surfaces. 

Exemple I. — Affinité des plans correspondants. 

Une liaison entre les points x, y^ z et X, Y, Z de deux surfaces, telle qu'à 
chaque courbe plane d'une surface correspond une courbe plane de l'autre surface 
se détermine évidemment par les trois équations suivantes (* ) 

IX=rax -\- by -+-CJ -f- e, 

en vertu desquelles AX + BY 4- CZ -h D ne peut être égal à zéro que si l'on a 

l'équation arbitraire 

OLX -\- (3/ -h y 5 4- 3 :=: o 

(Â, a, a, • . . sont ici des constantes). 

Par suite, une liaison dans laquelle à des courbes planes correspondent des 
courbes planes est une affinité qui n'existe pas entre des surfaces arbitraires. 
D'après les équations données des surfaces a:, y^ :?, nous pouvons déduire les 
équations de toutes les surfaces X, Y, Z avec lesquelles cette affinité est possible; 
si la surface Xy y^ z est une sphère, alors les surfaces X, Y, Z seront des surfaces 
du second ordre, des ellipsoïdes. 

(*) Voir en outre les pages 5i-52 de la traduction, insérée dans ce nnéme Volume, du 
Mémoire : Sur tes courbes tracées sur une sur/ace, {Note du traducteur,) 
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Cette affinilé, qui fait correspondre à des coiirhes planes des courbes planes, se 
distingue encore par cette remarquable propriété que, à toutes les courbes conju- 
guées d*une surface, elle fuit correspondre des courbes conjuguées de Tautre 
surface. 

Pour le déhiontrer, rappelons que les variables /> et <jr d'une surface donnée j", 
y^ z sont conjuguées, si 

(5) |j.;4.yjy;4.ç-; — o, 

x\^ y\^ z\ indiquent ici les dérivées partielles par rapport aux deux variables, et 
Ç, 7|, 2^ les cosinus de la normale à la surface qui ont entre eux les mêmes rapports 
que 

Mais, comme au mojen des équations, 

l\=za X -\- b y -\- c z -h e, 
(12) i Y = ai X -\- bi y -h Cl z -\- e^, 

{ Z = aiix -h biiV -h CyiZ -^ Cil, 

nous pouvons, de l'équation 

(Y'Z,-Y,Z')X;-i-(Z'X,-Z,X')Y;4-(X'Y,-X,Y')Z;=:o, 
déduire Téquation 
(i3) (/v, — y|5')^;4-(5'^, — -s,a:')/,-H(^>, — j:,7')5;z=o, 

et inversement, nous en concluons que toutes les variables communes p et q (|ui 
sont conjuguées pour une surface seront aussi conjuguées [)our Taulrc surface; 
ce qu'il fallait démontrer. 

De cette proposition résulte Téquation générale des courbes conjuguées sur les 
surfaces X, Y, Z, si Téquation générale des courbes conjuguées sur la surface x, 
yy z est connue. 

Supposons que la surface a:, y^ z soit la sphère x^ -\- y^ -{- z^ := \\ en diflTéren- 
tiant cette équation par rapport aux deux variables p et 9, nous obtenons 

^^ i -^ yy'x -^ -^'1 -*- ^' ^1 -^ //t 4- 5' cj = o. 

Mais, comme pour la sphère ^*'* + ^^-h 2^= i, les cosinus directeurs Ç, yj, Ç de 
la normale sont identiques aux coordonnées .r, y, Zj il s'ensuit que 

{,x\ 4- Yî r; -+- Çs'i = o si x'xi-hfyi-hz^zi^o; 
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c'esl-à-dirc que sur la sphère les courbes conjuguées sont les courbes qui se 
coupent à angle droit. L'équalion de ces courbes sur la sphère sera l'équation 
générale des courbes conjuguées sur les surfaces du second ordre. 

Exemple If. — Perspective graphique, 

La relation entre deux surf<ices pour laquelle les courbes correspondantes se 
cou|>cnt sous des angles égaux se ramène, comme nous avons vu, à cette condition 
que les distances des poinis infiniment voisins correspondanls sur les deux sur- 
faces sont proportionnelles, et cetle relation est possible entre des surfaces arbi- 
traires. 

Exprimant les éléments linéaires ds et c/S des deux surfaces au moj^en de 
variables communes, nous obtenons dS = \ds^ où X peut être une fonction arbi- 
traire des variables communes. 

Si X=i, c'est-à-dire si les dislances des points infiniment voisins correspon- 
dants sur les deux surfaces sont égales, une telle liaison ne peut pas exister entre 
des surfaces arbitraires et nous obtenons V affinité de déformation^ dont nous 
nous occuperons plus tard. 

La relation pour laquelle les points correspondants des deux surfaces se trouvent 
en ligne droite avec un point de vue donné est de même possible entre des surfaces 
arbitraires. Mais une liaison entre deux surfaces pour laquelle les points corres- 
pondants sont situés en ligne droite avec un point donné et en outre pour laquelle 
leurs distances infiniment petites sont proportionnelles, si elle est en général 
possible, ne peut exister entre des surfaces arbitraires. C'est une affinité qui 
s'exprime analogiquement par quatre équations, dont deux déterminent la relation 
perspective et deux la relation graphique. 

Supposons que/? et q soient des variables communes arbitraires de deux sur- 
faces X, y^ z et K, Y, Z se trouvant dans une telle affinité; soit 

ds' := a dp^ -\- h dp dq -^ c dq^ 

l'élément linéaire de la surface a:, y^ z et soit 

dS^ =zAdp^-{-Bdp dq -H C dq* 

celui de la surface X, Y, Z; nous aurons alors ces quatre équations 

X Y Z 

(lo) — =z -- iiz - (relation perspective), 

X y z 

(il) -= — = -. (relation graphique). 
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Posant — = /, nous obtenons 
d'où 

^l^idx^-^dy-^dz^) H- il(x dx ^ y dy -\' z dz) dl -^ (x-^ y'^-\- z^)dl*. 

A 

Posant — = X, nous obtenons 
a 

dS^= d\^-h d\*'-h dZ^ = l* ds*=l\dx^-¥' dy^-^ dz^); 

par conséquent, 

(i4) (X»— /*) (dx^-^dy^-^dz^) = 2lrdldr-h r^dl' = {ilrdr -h r^dl)dl, 

en désignant x^-^ y^-h 5^ par r^. 
Cette équation 

pour des accroissements arbitraires dp et e/^ des variables p et ^, ne peut exister 
que si les deux membres sont nuls; puisque si le second membre, se compo- 
sant de deux facteurs réels, ne s*annule pas identiquement, il s^annule pour 
deux accroissements définis rf/>, dq; par conséquent, X* — l^ doit être nul, 
dx^ -h dy^ -h dz^ ne s'annulant pas; de là résulte que Tune des expressions dl 
et '2 Irdr-hr^ dl = d{r^l) doit être nulle. 

Examinons ces deux solutions. 

Si rf/=o ou / = const., il suit des équations X = /a:, Y = /^, X=iz que 
les deux surfaces sont semblables; alors cette affinité se comprend d^elle-méme et 
est renfermée comme cas particulier dans la seconde solution. 

Si d{r^ l) = o, alors / = -5 (où k est une constante que nous pouvons prendre 

égale à un); et nous obtenons les équations suivantes des surfaces X, Y, Z dont 
les points peuvent être en situation perspective et graphique avec les points de la 
surface donnée x^y^ z 



(i5) X=-., 



Y — —ly Z — — 



ou 

a:* 4- y* 4- 5' = r' ; 

dV 

^. . ^. . ^,,_ dx^-^dy^-^dz'- 



(j:*-4- v»4- 5»)- 
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et 






X* 4- /* 4- 



^1' 



ainsi, le produit des rayons vecteurs allant du point de vue aux deux points cor- 
respondants des deux surfaces est constant. Nous pouvons aussi remplacer les 
équations qui déterminent cette affinité par les équations symétriques suivantes : 

(i5) ~ = -~-, {X»-+-Y*-+-Z*)(a:«-t-r'"4.5»)=:i. 

Nous allons déduire de cette affinité quelques conclusions. Appelons, pour 
abréger la surface X, Y, Z, surface graphico-perspective de la surface x, y^ c. 

Théorème I. — Si deux surfaces arbitraires x^y, z et .ri, ^, , 5| se coupent, 
ieurs surfaces graphico-perspectives X, Y, Z e/ X|, Y^, Z| se coupent sous les 
mêmes angles en tous les points de la courbe d'intersection. 

Démonstration, — Imaginons que par le point x^y^ z de la courbe dintersec- 
tion passe encore une troisième surface arbitraire ^i^j^'h^-^H) ^t par le point 
correspondant X, Y, Z la surface Xh, Yh, Zn graphico-perspective; nous obte- 
nons trois couples de courbes d^intersection correspondantes dont deux sont si- 
tuées sur une surface. Par hypothèse, des courbes situées sur une même surface 
doivent se couper sous le même angle que les courbes correspondantes sur les 
surfaces graphico-perspectives; les angles solides aux points j:, y^ z et X, Y, Z 
seront aussi égaux; par conséquent, Tangle des surfaces x^y^ z et j?i,^i, z^ est 
égal à l'angle des surfaces X, Y, Z et X|, Y,, Z|. 

Supposons que la surface x^y^ z soit la sphère 

(X- «)*-+- ( V - (3)^4- (5 -- y r = p»; 

en remplaçant ^,j)', z par 

_ X _ Y _ Z 

^~ X*-h Y*4-Z*' ^^ X*-+- Y*-hZ*' ^~ X*-+- Y*H-Z*' 

nous obtenons, pour la surface graphico-perspective, Téquation 

(16) , - 2( aX 4- [3 Y 4- yZ) = [p* - (a» 4- (3» 4- 7')] (X*4- Y»4- Z-). 

Cette surface est une sphère qui se convertit en un plan si la sphère donnée x^ 
y^ z passe par le.point de vue (p^ =^ a^ _|- ^2 _^ ^2^ . ^He passe par le point de vue 
si la surface donnée x^y^ z est un plan. 

Théorème II. — A chaque courbe d\ine surface arbitraire Xy y, z qui est 
sphérique, c'esi-à-dire qui est ^intersection de cette surface avec une sphère 

Fac. de T., a* S., VII. 3 
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correspond une courbe sphérique {intersection avec une sphère) sur la surface 
g raphico- perspective X, Y, Z; d chaque courbe plane correspond une courbe 
spliérique dont la sphère passe par l^ origine des coordonnées; à chaque droite 
{intersection de deux plans) correspond un cercle passant par le point de vue; 
les sphères ou les plans de ces courbes coupent une surface sous le même 
angle que Vautre surface (d'après le lliéorème I). 

Les courbes conjuguées qui se coupent à angle droit se nomment lignes de 
courbure. C'est pourquoi si les variables p e\, q satisfont aux équations 

O'-i^/i-')-^! -+- {^'^\-'^\^')y\ -+- (-^'yi — ^i/)-i = o, 

à /> = consl. et à 9 = consl. correspondent les lignes de courbure. 

Théorème III. — yiux lignes de courbure de la surface arbitraire x^ y, z 
correspondent les lignes de courbure de la surface graphico-perspective X, 
Y, Z. 

Supposons que p cl q soient des variables communes de deux surfaces et satis- 
faisant aux équations 

^'^i-+-7>i-H-'-, — o; 
démontrons qu'elles satisfont aussi aux équations 

(Y'Zi~Y,z')x;-+-(Z'x,-ZiX')Y;-h(\'Yj-\,Y')z; = o, 

X'X|-4-Y'Y,-4-Z'Z,=:0. 



En posant 



X=-^ — —. ., Y=-^ — '^. ,, Z = 



et, en dilTérentiant, nous tirons, au moyen de x'xt -^yyx 4- z'z^ = o, 



y, _ '^hx -- (x*' -\- y^-\~ z^)(y' z,^ yyz') 

(x^-{-y--^z^)- 



Y'^» — Y,Z — /_!..,-. ^îv3 



, , ] r,,^ 7 v/ 'ihy — (x^'\'y^-\'Z^)(z'x,^Zyx') 

('7) \ ^ Xi — /,X = ;— r- =— TT^ > 

v^v Y i.v_ Vihz -- (x^ -^ y^-]r z'){x' yx — x^y') 



ou 



h = xiy'zi^y^ z') -H y{z'Xi — Zix')-^z(xy^ — x^y'), 
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De là, au moj'en de 

nous déduisons 

(Y'Z,-YiZ')X;4-(Z'X,-Z,X')Y;4-(X'Y,-^XiY')Z; = o, 

et, comme Téqualion X'X| 4- Y'Y, 4- Z'Z| = o est conséquence de l'éqnalîop 
x'j?i +j^^i 4- 3'>3i = o, selon l'hypothèse que les courbes correspondantes se 
coupent sous des angles égaux, nous en déduisons qu*aux lignes de courbure cor- 
respondent des lignes de courbure. C'est pourquoi les lignes de courbure variables 
seront communes et, par conséquent, seront des variables communes conjuguées 
rectangulaires de celte affinité. 

1. Application. — Supposons que la surface donnée J7, y, z soit la surface de 

révolution 

jc — a = w cos^, y 1=1 ns'mqf ^ =z i», 

où u et i* sont des fonctions arbitraires d'une variable />; la constante a, distance 
à Taxe de l'origine des coordonnées, exprime la situation arbitraire de la surface 
par rapport à ce point. 

Les équations déterminant la surface graphico-perspective X, Y, Z seront 



a'- 


-\-u' 


H- ç^'-h 2rt« COS7 
ku sin^ 


a^ 


-+-/£* 


4- <'*-h lau cosy 
kv 



rt« COS7 ~ 2a La^-h /i*-h t'*-!- aaw cos(7 |' 



__ kx __ k{ucos,q -h a) k [ a-— (w^-i-i'*) 

Y _ ^y - 



z = 



kz 

.r* -h /* 4- w' ^~ a* 4- u* 4- i'* 4- '2 au cos 7 



Désignons par a, par p, - par y (en sorte que 

a*=:p«4-y»4-i), 

et posons, pour abréger, k-^- ia^ nous obtenons les équations remarquables sui- 
vantes 

(.8) x-,r=— ^— , Y=^ini-, l=—L , 

a 4- cos 7 a 4- cos ^ a4-cos^ 

où a, ^, Y sont des fonctions arbitraires de la variable /?, assujetties seulement à 
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la condilion 

En exprimant // el v au moyen de a, ^, y, nous obtenons 

a a y 

«4-13 a-4-(3' 

par conséquent, Inéquation de la surface de révolution sera, si noas prenons n 

pour unité, 

COS7 sin<7 V 

«4-13 ^ a4-(3 a4-p 

Cette surface de révolution se trouve en relation de perspective avec la surface 

(,8) X-.= — ^— , Y=^ii^^, Z- '^ • 



a4-coS7 a4-cos/7 a4-cos7' 

le point de vue est Torigine des coordonnées. 
En posant, pour abréger, 

c'est à-dire en introduisant / i / \'^) "+~(3^) — \T') ^P comme variable à la 
place de/?, nous obtenons, en diflférentiant, 

^8'^^X'4-^«-^^'=: /^'"^^'^' ; 

{a4-cos<7)*' 

par conséquent, 

rfS'= " + P ds; 
a-^ cosgr 

d'où résulte la relation graphique des deux surfaces x^ y^ z et X, Y, Z. 

Déduisons des propriétés des surfaces de révolution quelques propriétés des 
surfaces graphico-perspectives 

(.8) X = — ê , Y=-5i^^^— , L^—t , 

^ ' a4-cos^ a4-cosy a4-cos7 

où a, ^, Y sont des fonctions arbitraires de la variable /?, satisfaisant à Féquation 
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Les courbes correspondant h p et q constants seront des lignes de courbure 
(Théor. III). Les lignes de courbure d'un système q = const., qui, sur la surface 
de révolution, sont des méridiens plans avec une inclinaison de 90°, serontsur 
la surface X, Y, Z des courbes sphériques dont les sphères passeront toutes par 
le point X = i,Y = o, Z=io( point de vue) et couperont la surface à angle droit 
(suivant les TUéor. 1 et II). Les lignes de courbure y» = const. qui, sur la sur/ace- 
J7, y^ Zy sont des cercles seront aussi des cercles sur la surface X, Y, Z. 

IL Application, — Supposons que la surface donnée x^y^ z soit un cône ar- 
bitraire 

x — a=i(xq, y = ^q, ^ = yi\ 

OL, ^, Y s^"^ îc' ^^s fonctions arbitraires d'une variable /?, assujetties seulement i\ 
la condition 

puisque ce sont les cosinus directeurs de la droite génératrice. La constante a, 
que nous pouvons faire égale à 1, est la distance du sommet du cône à l'origine 
des coordonnées. 

Les équations définissant les surfaces grapbico-perspectives seront 

X — ^^ = fi{<xq-hi) ___ k / i — q- ^ \ 



x*-4- j*-H5' ~ 


k^q 


i-{-2(xq -hq- 


kyq 



Z = 

En menant e~7 à la place de q, par conséquent 2C0sli^ et 2 sinli^ à la place 

i i k 

de — h ^ et de 7, et en posant - = i, nous obtenons les équations 

/ N V sinh^ ^ (3 1 7 

(19) X — 1= -. — > Y=i — j— > Z= '- r—y 

^ a4-cosh^ a + cosh^ . a-4-cosh<7 

définissant la surface graphico-perspeçtive du cône 

X — i=zoLe-*iy yz=z^e~^, zz=:ye-f, 

où a, ^3, Y sont des fonctions arbitraires de la variable /?, assujetties seulement à 

la condition 

a*-4-(3*-+-y«=i. 
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Supposant a'^H- ^'^^y'i-— j^ nous obtenons 

ds*' z=z do:*- 4- dy^ 4- dz^ = e-*-^{dp^-^ dq^), 

dS^=d\^-^d\'-\-d7J=i "^P^-^df . 

(a -+- COSI17)' 



par conséquent, 



dS = i — ds. 

(X -h COSI17 



Les surfaces grapliico-perspectîves des cônes et les surfaces graphico-perspec- 
tives des surfaces de révolution sont analogues non seulement par leurs expressions 
analytiques, comme cela résulte des équations (i5) et (19), mais aussi par leurs 
propriétés géométriques suivantes : 

Pour le cône, les droites génératrices, correspondant à/^constanl, sont, comme 
on sait, les lignes de courbure d'un système. Les lignes de courbure de l'aulre 
système sont, par conséquent, les courbes sphériques g = const., dont les sphères 
ont comme centre commun le sommet et coupent le cône à angle droit. D'après 
cela (théor. U), pour les surfaces grapliico-perspectives X, Y, Z des cônes, dont 
les équations sont 

a-hcosh(7 «H-cosh^ ' a-hcosh^' 

où a, ^, Y sont des fonctions arbitraires de />, satisfaisant à Téquation 

a* 4- (3*4- 7*=!, 

les courbes correspondant à p et g constants sont les lignes de courbure. Les 
lignes de courbure d'un système g = const. seront des courbes sphéri(|ues dont 
les sphères coupent la surface à angle droit. Les lignes de courbure de l'autre 
système seront des cercles, passant par un même point. 

Nous rencontrons aussi ces mêmes propriétés dans les surfaces graphico-perspec- 
tives des surfaces de révolution, mais avec cette différence que pour ces surfaces 
les sphères passent par un même point, et non les cercles. 

Nous avons vu que, dans toute liaison définie (c'est-à-dire dans toute liaison 
déterminée au moins par deux équations) entre les points de deux surfaces, il y a 
des variables communes conjuguées /? et g, c'est-à-dire des variables communes/? 
et g telles qu'à p cl g constants correspondent sur les deux surfaces des courbes 
conjuguées. Ces courbes conjuguées jouent dans la théorie des relations et des 
affinités un rôle important; dans l'étude des relations ci-dessus mentionnées, elles 
se présenteront à nous d'elles-mêmes par leur signification géométrique et par la 
possibilité d'intégrer leurs expressions. 
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Pour celte raison, nous les appellerons base de la relation, et nous dirons que 
la relation existe relativement à ces courbes. Si ces colirbes conjuguées sont des 
lignes de courbure, la base ^era rectangulaire. 

En mettant en relation la surface donnée x^y^ z avec la surface X, Y, Z, nous 
obtenons sur la surface x^ y^ z un réseau déterminé de courbes conjuguées comme 
base (exception faite seulement pour la relation dans laquelle à toutes les courbes 
conjuguées de Tune des surfaces correspondent les courbes conjuguées de Tautre 
surface; un cas particulier de cette relation est Taffinité ci-dessus mentionnée dans 
laquelle aux courbes planes correspondent des courbes planes). En mettant cette 
même surface x^ y^ z dans la même relation avec une autre surface X, Y, Z, nous 
obtenons, en général, une autre base. Mais ici apparaît la question de savoir 
quelles surfaces X, Y, Z peuvent être dans la relation donnée avec la surface x^ 
y^ z sur la même base, c^est-à-dire relativement aux mêmes courbes conjuguées. 
Ces surfaces X, Y, Z ne seront plus arbitraires, mais il y en aura une infinité; 
elles se distingueront par des propriétés générales particulières ne dépendant pas 
tant de la surface même x^ y^ z que de la base de la relation sur la surface j?, y^ z, 
parce que, en passant par toutes les bases possibles de la relation donnée sur la 
surface J7, y, z, nous passons par toutes les surfaces qui peuvent être dans la re- 
lation donnée avec la surface x^ y^ z^ c'est-à-dire par toutes les surfaces possibles. 
De cette façon, la relation se réduit à une affinité, à Taide de laquelle nous pou- 
vons étudier les propriétés de toutes les surfaces d'après les courbes conjuguées 
données d^une surface, par exemple les sphères, sur lesquelles toutes les courbes 
qui se coupent à angle droit sont conjuguées, ou les plans, sur lesquels toutes les 
courbes possibles sont conjuguées. Cette vue n^est pas nouvelle; depuis longtemps 
existent, pour la représentation imaginée, les dessins perspectifs et graphiques 
sur papier; mais notre papier peut être aussi une surface courbe, et les moyens 
de dessiner seront autres par suite. 



>—* 



CHAPITRE L 



PREMIERE RELATION. 



SUR LES PLANS TANGENTS PARALLÈLES DES SURFACES. PARALLÉLISME DES SURFACES. 

La relation entre deux surfaces, pour laquelle les plans tangents des deux sur- 
faces aux points correspondants sont parallèles, s'exprime analytiquement par les 
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équalîons 

<«> ■ r = ? = f 

où $, r,, 2^ el Ç|, Tj,, 2^, sonl les cosinus direcleurs des normales des deux surfaces. 
Sî ç, Yi, Ç sonl donnés en fonction des variables p et q^ Çi, r,!, Ç| en fonclion 

. . J Y) Ç 

des variables Z el /, alors, en éliuiinanl Zet /à Paide des deux équalîons z^ == — = ï*» 

nous oblenons les coordonnées des deux surfaces en fonction des variables com- 
munes /> el q. Les points des deux surfaces qui se correspondent dans la relation 
correspondront aux mêmes valeurs de ces variables. 

Afin que la relation existe enire des points réels, les équations ^ = — = ^' 

résolues par rapport à / el /, doivent avoir au moins une racine réelle, si />, q^ / 
et / sonl des variables réelles. 

Considérons les rayons menés par le eentre d\]ne sphère parallèlement aux 
normales de la surface donnée; les extrémités de ces ravons couvriront au moin«i 
la partie de la sphère, dont Taire, suivant Gauss, ne se modifie pas si Fon déforme 
la surface. Toute la sphère peut être, de celle façon, couverte plusieurs fois, mais 
il suffit que la moitié de la sphère soit couverte pour que les normales aient toutes 
les directions possibles et pour que la surface x^y^ z ail, avec toute surface arbi- 
traire, des normales parallèles, par conséquent aussi des plans tangents paral- 
lèles. 

Nous supposerons que celle condition, que la moitié au moins de la sphère de 
Gauss soit couverte, est réalisée pour Tune des surfaces à comparer et nous éli- 
minerons complètement les surfaces développables qui couvrent seulement une 
courbe. La relation existe alors entre des points réels. 

En éliminant les variables / et /, nous obtiendrons les coordonnées x^ y^ z 
el X, Y, Z des deux surfaces en fonction des variables communes /> et ^r. A des 
valeurs données de ces variables p eiq appartiennent deux points correspondants ; 
à des accroissements dp et dq, deux directions correspondantes sur les deux 
surfaces, savoir les directions qui passent par les points /?, q el p -\- dp^ q -\- dq 
sur les deux surfaces. 

Théorème IV. — 5/ deux surfaces x, y^ z et X, Y, Z se trouvent dans une 
relation telle que les normales aux points correspondants soient parallèles, 
alors, par chaque point d'une sur/ace, passent deux directions qui sont 
parallèles {ou deux courbes dont les tangentes sont parallèles) aux direc- 
tions correspondantes sur l'autre sur/ace. Ces deux directions, sur chaque 
surface, sont conjuguées et, par conséquent, constituent sur les deux surfaces 
les réseaux auxquels nous avons donné le nom de base de la relation. 
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Démonstration. — La condilion pour que deux directions correspondantes 
dx^ dy^ dz et rfX, rfY, c/Z soient parallèles, savoir 

d\__d\^ _dl 
dx dy dz 

existe si -y- = -i— > puisque les deux directions sont perpendiculaires aux nor- 
males parallèles. 

Posant dx = x' dp -+■ Xi dq, d\ = \' dp -\- Xt dq et ainsi de suite, nous 

obtenons 

x' dp -¥ x^dq y dp + y\ dq 

\! dp -^\,dq~ Y' dp H- Y, dq 

OU, en multipliant par (XJ dp -+- X, dq) (Y' dp -+- Y^ dq), 

(20) (x'Y'-^y\')dp^-hix'\\-y\i-{-x^Y'--y,\')dpdq-h(x,Y^-y^\^)dq^ = o. 

Résolvant cette équation par rapport à -j-^ nous obtenons deux directions 

correspondant aux deux racines -^» 

Si ces deux racines sont réelles et distinctes (nous examinerons plus loin le cas 
des racines égales et celui des racines imaginaires), nous pouvons introduire de 
nouvelles variables communes p et q telles que p et q constants correspondent à 
ces deux directions^ en d^autres termes, nous pouvons adopter pour ces nouvelles 
variables les intégrales des équations 

dp — mdq z=.o et dp — ndq -=20^ 
où m et /i sont les deux racines de Téquation (20); on a alors 

x' y z' x^ y^ 5, 

X' X 

el, en désignant -7 par e, -- par e, nous obtenons 

X *^l 

/ d\ :=\' dp -\- X, dq z=z ex' dp 4- eo?, dq, 

(21) ' ^Y = Y dp -h Yi dq = ey' dp + ty^dq, 

\ d'L ■=: 7J dp 4- Z, dq :=ez' dp -h sz^ dq, 

où les fonctions e et e doivent satisfaire aux conditions d^intégrabilité, c'est-à-dire 
aux équations 

. d(ex') d{Bx,) d(ey)_â(ey,) d(ez') _â{Bz,) 

âq dp dq dp dq dp 

Foc. de T., 1* S., VII. 4 
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DifTérentîant ces trois équations et les additionnant après les avoir multipliées en 
premier lieu respectivement par x\ j^, 5', ensuite par X\^ y^^ Zx et, enfin, par 
y Zy — V| z\ z'x^ — Zt x', xfyx — X\y\ nous obtenons les trois équations suivantes 
qui leur sont équivalentes : 

(x'«^-/Î4-V«)^-(x'x,-hr>,-^y50^-^(e-£)(a:'x;+//,^.;;';;;) = o^ 

Si ^ — sr=o, il résulte des équations (22) que -7-=:^ = ou quee = e = const.; 
par conséquent, 

si nous laissons de côté ce cas où les deux surfaces doivent être semblables et en 
position parallèle, nous déduisons de l'équation (23) que 

(5) (/-i— /i5')jr;-+-(5'^,— 5,x')7;-*-(^'7,-^,/)5; = o. 

Cette équation, comme nous Tavons vu, est la condition sous laquelle sont 
conjuguées les directions correspondant h p cl q constants (dp = o et dq = o) 
ou, plus exactement, sous laquelle sont conjuguées les courbes /? = const. et 
q = const. dont les tangentes sont ces directions. 

On démontre que cette condition existe aussi pour Tautre surface X, Y, Z en 
substituant X'=^x', \t^=exx, ... dans l'équation (5). Si donc deux surfaces 
Xy y, z et X, Y, Z se trouvent dans la relation de parallélisme, par chaque point 
de Tune des surfaces passent deux courbes qui sont parallèles (c^est-à~dire qui 
ont des tangentes parallèles) aux courbes correspondantes sur la surface X, Y, Z. 
Sur les deux surfaces, ces courbes sont conjuguées et constituent, par conséquent, 
la base de la relation. Nous les appellerons courbes de base. 

Théorème V. — Les propriétés angulaires des courbes de base correspon- 
dantes sont identiques. 

• 

Explication et démonstration. — La ligne droite passant par deux points 
successifs d'une courbe arbitraire s'appelle tangente ou direction de la courbe; 
le plan passant par tiois points consécutifs s'appelle le plan osculateur ou plan 
de la courbe; la sphère passant par quatre points consécutifs s'appelle sphère 
osculatrice ou sphère de la courbe; une courbe n'ayant qu'une sphère (cette 
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unique sphère étant osculatrice en tous les points) porte le nom de courbe sphé- 
rique ; une courbe n'ayant qu'un plan, celui de courbe plane, et une courbe 
n'ayant qu'une direction, celui de ligne droite. 

Si une courbe se trouve sur une surface, l'angle du plan de cette courbe et du 
plan de la surface (plan tangent de la surface) s'appelle V inclinaison de la courbe. 
Une courbe dont l'inclinaison est égale à 90® s'appelle ligne géodésique ou ligne 
la plus courte; nous donnons à une courbe dont l'inclinaison est nulle le nom de 
ligne asymptotique (elle n'existe eflectivement que sur les surfaces en forme de 
selle). Une courbe coupant la direction conjuguée à angle droit s'appelle ligne 
de courbure; une courbe coupant la direction conjuguée sous un angle égal à zéro 
(auquel cas les deux directions conjuguées coïncident) est une ligne asymptotique ; 
nous donnons (pour la raison que nous exposerons plus loin) le nom de courbes 
cylindriques aux courbes dont les directions conjuguées sont parallèles. 

Nous donnons à l'angle infiniment petit de deux directions successives d'une 
courbe le nom de courbure principale (le rapport de cet angle à l'élément d'arc 
s'appelle quelquefois C0Mr6wre/>rmci/>a/e); l'angle de deux plans successifs de la 
courbe s'appelle torsion. Si nous menons par une tangente de la courbe le plan A 
et si nous projetons sur ce plan la tangente successive de la courbe, l'angle infi- 
niment petit de la tangente et de la tangente successive projetée (c'est-à-dire la 
projection de la courbure principale sur le plan Â) s'appelle courbure de lu 
courbe dans le plan A ou dans la section A. Si la courbe se trouve sur une sur- 
face, la courbure dans la section normale s'appelle courbure normale, dans le 
plan tangent de la surface, courbure tangentielle ou géodésique. 

Comme les courbes correspondantes de base de deux surfaces, se trouvant dans 
la relation de parallélisme, ont, aux points correspondants, des tangentes paral- 
lèles et des normales parallèles desquelles dépendent tous les angles finis et infi- 
niment petits mentionnés (inclinaison, angle conjugué, courbure géodésique et 
courbure normale principale, torsion, etc.), nous en conclurons que : 

Si une courbe de base, sur l'une des deux surfaces se trouvant en relation de 
parallélisme, est une droite (courbure principale = o), ou une ligne géodésique 
(inclinaison = go'*, courbure géodésique = o), ou une ligne asymptotique (incli- 
naison =0, courbure normale = 0), ou une courbe plane (torsion = 0), ou une 
ligne de courbure (angle conjugué = 90°), ou une courbe cylindrique (les direc- 
tions conjuguées sont parallèles entre elles), alors la courbe de base qui lui 
correspond sur l'autre surface doit être de même une droite, ou une ligne géodé- 
sique, etc. 

Si deux droites qui sont infiniment voisines sur toute leur étendue passent par 
deux points successifs d'une courbe donnée, nous donnons à la distance entre le 
point central de ces droites (ou leur point de rencontre si elles se coupent) et le 
point de la courbe par laquelle elles passent le nom de sécance, et aux droites 
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le nom de sécantes. Dans le cas où elles se rencontrent, nous appellerons cetle 
distance sécance principale et les droites elles-mêmes sécantes principales. 

Une suite continue de sécantes qui s^appuient sur la courbe constitue une 
surface réglée, qui se transforme en surface développable, si les sécantes sont des 
sécantes principales. Si, par exemple, la courbe donnée est sur une surface arbi- 
traire et si les sécantes sont tangentes à cette surface, alors la surface réglée sera 
aussi tangente à la surface. Si ces sécantes sont menées suivant des directions 
conjuguées de cette courbe, elles se rencontrent et constituent la surface déve- 
loppable qui est tangente à la surface donnée le long de la courbe donnée et qui 
se transforme en cylindre si les sécantes sont parallèles, en un cône si elles 
passent toutes par un même point. Dans le premier cas, la courbe sera cylin- 
driquCy dans le second nous rappellerons conique. 

Une sécance principale qui est normale à la courbe s^appele rayon. Le rayon 
qui est situé dans le plan osculateur de la courbe s'appelle />rf/ici/>6r/^ le rayon qui 
touche sa sphère s'appelle rayon sphérique. Si la courbe est située sur une sur- 
face, le rayon qui touche la surface s'appelle tangentiel ou géodésique, le rayon 
qui est en même temps normal à la surface s'appelle normal. 

Théorème VI. — Les sécances parallèles des courbes correspondantes de la 
base sont proportionnelles. 

Considérons deux sécantes par les points contigus x^y, z et x -]- dx, y -h dy^ 
3 -\- dz de la courbe de base sur la surface x, y, z et deux sécantes parallèles aux 
premières par les points correspondants X, Y, Z el X -h rfX, Y -î- rfY, Z -h rfZ; 
alors les quadrilatères formés sur chaque surface par les deux sécantes, par leur 
plus courte distance et par l'arc infiniment petit de la courbe (ou les triangles si 
les sécantes se coupent), seront semblables, puisque tous leurs côtés sont paral- 
lèles; par conséquent, les sécantes parallèles seront entre elles comme les arcs 
infiniment petits. Si donc s et St sont deux sécances arbitraires de la courbe 
de base au point x^y^ z; S el S{ leurs sécances parallèles de la courbe correspon- 
dante de base au point X, Y, Z, on aura 

9 • 9| — S , 5). 

Par conséquent, si r, t, n désignent les rayons principal, tangentiel et normal, 
s la sécance tangente principale de base au point x^ y^ z et si R, T, N, S ont la 
même signification pour la courbe correspondante de base au point X, Y, Z, on 
aura 

( r\ L — L—'l — L 

124; K^T — N-S' 
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Remarque, — Les rayons sphériques correspondanis ne sont pas parallèles; 
c^est pour cela qu'ils ne trouvent pas leur place ici. 



AFFINITÉ DE PARALLÉLISME OU RELATION DE PARALLÉLISME SUR UNE BASE DONNÉE. 

Nous avons déternainé les points pour lesquels deux surfaces arbitraires x^y^ z^ 
X., Y, Z sont parallèles, c'est-à-dire ont leurs plans tangents parallèles; nous 
avons vu que par chaque point x^ y, z de Tune des surfaces passent deux courbes 
qui sont parallèles, c'est-à-dire ont des tangentes parallèles aux deux courbes 
passant par le point X, Y, Z de l'autre surface; à ces courbes qui, sur les deux 
surfaces sont conjuguées, nous avons donné le nom de base du parallélisme. 
Démontrons maintenant que si une surface arbitraire Xj y^ z nous est donnée et 
sur elle un réseau de courbes conjuguées, nous pouvons trouver une surface X, Y, Z 
qui est parallèle à la surface x^y^ z par rapport à ces courbes, c'est-à-dire qui est 
parallèle à la surface donnée sur la base donnée. 

Supposons que les coordonnées Xy y^ z soient données en fonction des \ariables 
p et (7, aux valeurs constantes desquelles correspondent ces courbes conjuguées. 
Pour que les tangentes des courbes q = const. sur les surfaces x, y, z et X, Y, Z 

soient parallèles, -v-> -t-> -t- doivent être dans les mêmes rapports que -j— > -—, 
■^ dp dp dp '^'^ ^ dp dp 

dz . 

— ; par conséquent, 

V_Y^_Z; 

x' ~~ y ~ "'' 



*t 



De la même façon nous trouverons la condition que les courbes p :^ const. sont 
parallèles 

Xi y\ ^1 

De là résulte déjà que les plans tangents des surfaces x, y^ z et X, Y, Z (jui 

sont touchés par ces courbes sont parallèles. 

X' X 

Désignant —7 par e, — ^ par s, nous obtenons 

oc X \ 

/ û?X z=i\! dp '\' Xj dq = ex^ dp -i- ix^ dq^ 
(21) ]d\ —eydp-^tyxdq, 

\ dZ = ez' dp -h tz^ dq. 

Si la surface X,Y, Z existe, les fonctions indéterminées e et s doivent satisfaire 
aux conditions d'intégrabilité, savoir : 

d{ex') ^ d(,tx,) ^ d{ey) ^ djty,) ^ d(ez') ^ d(Bz,) 
dq àp ^ dq dp ^ dq dp 
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Ces trois condilions, comme nous l'avons vu [équat. (2a) et (aS)] se trans- 
forment dans les trois conditions équivalentes suivantes : 

(23) {e - t)[(y' z, — y,z')x\-\- (z' X,- z,x' )y,'^ {x' y,^ x,y')z\'\^o. 

La troisième condition existe d'elle-même, puisque les courbes correspondant 
k p et q constants sont conjuguées; et nous satisfaisons aux deux premières au 
moyen des deux fonctions indéterminées e et e. En intégrant les équations (22), 
nous obtenons, avec deux fonctions arbitraires, les fonctions e et e, au moyen 
desquelles nous tirons des équations 

(21) d\^=:ex' dp -hex^dq^ d\ ^=ey' dp '\- eyxdq, dZ = ez' dp -h BZi dq 

les valeurs des coordonnées X, Y, Z. 

Comme les coordonnées X, Y, Z renferment deux fonctions arbitraires, nous 
en concluons qu'il y a une infinité de surfaces X, Y, Z parallèles à la surface 
donnée x^ y, z sur la base donnée p = const., q = const. Tontes ces surfaces X, 
Y, Z, parmi lesquelles se trouve aussi la surface donnée x, y, z (e = e = i) 
constituent l'affinité de parallélisme, qui est caractérisée par les propriétés géné- 
rales que nous avons énoncées en trois théorèmes sur le parallélisme, savoir : 

I** Les courbes /> = const. et 5r = const., sur chacune de ces surfaces, sont 
conjuguées et parallèles aux courbes correspondantes de toutes les autres 
surfaces; 

2® Les propriétés angulaires de ces courbes, sur toutes les surfaces, sont 
identiques; 

3' Les sécances parallèles sont proportionnelles. 

Par conséquent : 

Une surface donnée x, y^ z se trouve en relation de parallélisme avec toute 
surface arbitraire X, Y, Z; elle ne se trouve en affinité de parallélisme, c est- 
à-dire sur une base donnée p = const., q = const., qiCavec les surfaces X, Y, Z 
satisfaisant aux conditions 

d\=:ex' dp -h exidq, dY =zey' dp -^^ ey^dq, dZ=:ez' dp -h ezidq. 

Nous pouvons tirer de ces conditions les équations de ces surfaces et étudier 
leurs propriétés définies par les trois théorèmes mentionnés. 
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Pour la délermi nation des fonclions indéterminées e et e, on peut se servir des 
équations 

que nous pouvons simplifier de la façon suivante : 
Supposons que 

ds' =: dx^ 4- dy^ -h dz^ = u^ dp^ -h 2 i/r cos (ù dp dp -h v^ dq^ 
soit l'élément linéaire de la surface donnée Xj y, z, alors 

X'^ -h y- -\- Z'^ =: 1/', -c'^i-h/'yi-H z'ZiZ= «VCOSW, '^'î -+- Vj -h- -3*— i^* ; 

par conséquent, 



Après substitution, nous déduirons des équations (22) 



(22) 



de âe , , 

M -^î i' -r- cos &)-i-(e — £)m,=:0, 

aq dp 

àt de / X / 

t' -1 u^- cosw -h (g — e) i'' = o 

dp dq 



et de là 



(24) 



c^e Wi — p'cosw, 

-r- + — T-i (^ — £)=0, 

dq MSin'ûj 

de r'— //, cosw, 

3- H r-r (£ —e) = 

dp rsin'w 



ou 



. /x àe . . de , . 

(24) — -hm(e — £) = o, ^- -f-/i(£ — e)i=:o, 

nij n étant des fonctions de p et q défmies par les formules 

, .^ Ml — t^'COSO) (''— fliCOSr,) 
(2D) m=r— i :— 5 , n=z r-î- 
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PARALLÉLISME DES SURFACES DÉFORMÉES. 

Nous avons déjà vu que rarfiDÎté de déformation est un cas particulier de la 
relation graphique, que les distances des points correspondants infiniraenl voisins, 
qui dans cette dernière sont proportionnelles, deviennent égales dans ce cas par- 
ticulier, puisque si deux surfaces peuvent, au moyen de la déformation, être 
amenées en coïncidence, les distances infiniment petites entre les points coïnci- 
dants (correspondants) doivent être égales et que, si elles sont égales, rien 
n'empêche d'amener les surfaces à coïncider. 

Nous donnerons à la base de l'affinité de déformation, c'est-à-dire aux courbes 
conjuguées de la surface donnée x^y^ Zj qui restent conjuguées si nous courbons 
cette surface ^, jk» ^ dans une autre forme Xi^ ytj S|, le nom de lifrnes de défor- 
maiion et nous dirons que la surface x, y^ z est déformée selon ces lignes. Ces 
lignes de déformation sont déterminées comme base de Taffinité par les équa- 
tions (()) et (7) et seront, en général, autres si nous courbons la surface x^ r, z 
dans une troisième forme x^st ywi ^n • 

Mais si deux surfaces Xx^ y\^ Z\ et ^n, j^n, z^s peuvent être en affinité de 
déformation avec une surface donnée x^ y^ z sur la même base, c'est-à-dire si la 
surface x^ y^ z peut, selon ces mêmes lignes de déformation, être courbée dans 
deux formes différentes Xt, yt^ z^ et x^, y^^'^ ^nj nous donnerons à ces ligues le 
nom de lignes principales de déformation. (Comme nous le démontrerons plus 
loin, la surface peut, selon de telles lignes de déformation, être courbée dans une 
infinité de formes.) 

Remarque, — Les lignes de déformation dont nous nous occuperons en détail 
dans la relation graphique ont seules cette propriété que le produit de leurs 
rayons normaux ne change pas pendant la déformation. Le théorème de Gauss sur 
la constance du produit des rayons normaux des lignes de courbure s'ap))lique ici 
seulement dans le cas où les lignes de courbure, pendant la déformation, ne 
changent pas de nature, c'est-à-dire dans le cas où ces lignes de courbure restent 
lignes de courbure. Dans ce cas, la base de la déformation sera rectangulaire et 
pourra être, en même temps, simple ou principale. Sur une base rectangulaire 
principale se courbent seulement les surfaces moulures de Monge, et ces défor- 
mations ont été, en effet, obtenues par Bour (^Journal de V Ecole Polytech- 
nique, Tome XXII). 

Ajoutons ici, pour illustrer les théorèmes qui suivront, des exemples de défor- 
mations sur une base obliquangle. 

Supposons donnée la surface suivante : 

(26) :F = a-H«, j^ = 6-h(3, 5=zcH-y, 
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OÙ a, b, c sont trois fondions arbitraires d\]ne variable />; de même a, ^, v des 
fonctions d^ine variable q. 

PROPRIÉTÉS DB CES SURFACES. 

i" Les courbes, correspondant à p et q constants, sont des courbes inva- 
riables, puisque à toutes les valeurs constantes des fonctions a, p, y correspond 
la même courbe dans des positions différentes; de même relativement aux 
fonctions a, b^ c; 

2° Ce sont des courbes cylindriques, puisque les sécances tangentes princi- 
pales des courbes q = consl., dont les cosinus directeurs sont entre eux comme 

Os; dr dz ^ ,.,, 

-r— > -p? -r- sont parallèles; 

3° Ce sont des courbes conjuguées, puisque les dérivées partielles x\ , y\ , z\ , 
par rapport aux deux variables, sont nulles et que, par conséquent, 

(5) Ça7;-hyîv;4-C5; = o; 

4** Dans Vêlement linéaire 

( 27 ) ds^z=i dx* -h dy^ -4- dz^ 

•=::(a'^^ b'^^ c'^)dp^-^ n{a' OL,^ b'^,^ c'y,)dpdq •^{(x\-^P\ + y\)dq\ 

où 

, da dot 

dp dg 

nous remarquerons un cas intéressant dans lequel nous pouvons remplacer les 
fonctions a, 6, c et a, p, y par d'autres fonctions sans que l'élément linéaire 
varie, c'est-à-dire dans lequel nous pouvons courber la surface donnée Xy 
y^ z selon les lignes de déformation p = const. et q = const. 
Ce cas s'exprime analytique ment par les conditions 

( 28 ) /a'* -h mb'^ 4- nc'^ — o, \ol\ 4- julIS; -h vy* = o, 

où /, m, n; A, [jl, v sont des constantes. 

En effet, supposons que ces conditions existent entre les fonctions donn<^es a, 
6, c et a, p, Y et remplaçons 

a par ga^ b par hb^ c par kc, 
a par -, (3 par ^, y par / 

où gy hy k sont des constantes, nous obtenons l'élément linéaire 

Fac, de T,, a* S., VIL 5 
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qui doit élre ideDlique à rélémenl linéaire 

De la résultent les deux conditions 

«'*(^'— i)4-^'*(/e--i)-hc'«(Â-*— i) = o, 

auxquelles nous pouvons satisfaire au mo^en des conditions (28), en posant 

/ m n g'I /i^fjt k^"^ 



Trois de ces quatre équations nous déterminentles constantes inconnues^, /i, A* 
et la qualriènie exprime une dépendance entre les constantes données /, m, n^ A, 
|x, V des équations (28). 

Si donc nous posons 

(3o) x=:^a-+-^, Y = /i^-+.f, 'l = kc-^h 

' g fi A 

X, Y, Z seront les coordonnées de la surface que Ton peut amener à coïncider 
avec la surface donnée 

j:z=a-4-a, j=:^h-(3, zz=iC'\-yy 

puisque les éléments linéaires des deux surfaces sont identiques. 

Les courbes correspondant k p et q constants sur les deux surfaces sont conju- 
guées et c'est pourquoi elles seront des hases de la déformation. Cette base sera 
simple puisque les constantes g, A, k (équal. 29) et, par conséquent, les coor- 
données X, Y, Z n'ont qu'une valeur; au moyen des équations (29) nous obtenons 
encore pour g^, A*, Â'^, en outre de la valeur précédente, la solution ^'^=1, 
/|2= i^ k^z=z I qui correspond à la surface donnée J",j', z. 

Mais, si une des fonctions a, b, c, par exemple a, et une des fonctions a, ^, y, par 
exemple ^, sont nulles d'elles-mêmes, alors les conditions 

/a'*-4-m^'*-+-/ic'*=io et Xa] -h |UL(3î-h vy^ — o 

ont lieu pour m, n, \ v arbitraires, si / = oo et a = 00, et les équations (29) 
deviennent indéterminées. 

L'équation de la surface donnée sera alors 

(3i) x = a, y = b, z = c-{-y, 
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et aux propriétés diaprés lesquelles les courbes y? = consl. et ^ = const. sont 
invariables, cjllnclri(|ues et conjuguées, est ajoulée encore la propriété que ces 
courbes sont planes. 

Nous nous convaincrons facilemrnt que dans ce c is toute surface 



(32) 



X =fs/cc] - k-y] dfj, Y =yy///«~^ dp. Z = kc^ l 



peu! être amenée à coïncider avec la surface x^ y, 5, puisque 
dx^-hcfy^-hdz*z= d\}->rd\^-^(fl^={b'^-\- c'^)dp^-h 2c'y, dpdrj h- («« -+- y])dq\ 

indépendamment de la constante entièrement arbitraire A', que nous appellerons 
le paramètre de la déformation. La base de celte déformation sera obliquangle 
principale, parce que la surface o:,^, z se courbe dans les formes diflTérentes X, 
Y, Z selon ces mêmes ligues p = consl. et ^ = const. 
Soit 

(33) x=:aXf y=za^f z-zzh 

une surface donnée, où a et 6 sont des fonctions dNine variable /?, a et ^ des 
fonctions d'une autre variable q, 

PROPRIÉTÉS DR CETTE SURPACK. 

i" Les courbes correspondant à p et q constants sont planes, puisque 

^ = £ = const. si q = const. et puisque z ^= b = const. si p = const.; 

5i" Ces courbes sont conjuguées, puisque Zi et z[ sont nuls et que, par consé- 
quent, 

3" Les courbes q = const. sont cylindriques puisque les sécances tangentes 

principales, dont les cosinus directeurs sont entre eux comme -7-» -r-» o sont 

parallèles; 

4" Pour l'élément linéaire nous obtenons 

ds^ = dx^ -h dy* -h dz^ 

= [«'*(«* -h i3«) 4- 6'»]d>>«-h 2rta'(aaM- ^^')dpdq -h ««(a* -^ ^J) dq''; 

cet élément linéaire ne change évidemment pasy si nous remplaçons 

(34) a' -h (3' par «« 4- (3« -+- A-, b'^ par b'^—ka'^ 
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et y si nous consentons 

a — a et «'h- j3J=z «« + (3*, 
puisque 

k sera le paramètre de la déformation , 

Par ces changemcnls, les fondions a, p, b reccvronl une forme tout autre; en 
effet, en désignant a^ -4- ^^ par y*, aj 4- ^^ par r^*, nous obtiendrons, au moyen des 
équations cl^ -{- ^^ -{- k = y^ et ol] -h ^'i = "n^ , 

a =: v/y* — A: cos / ^^-^ rZTL ^^* 

et, en remplaçant 6'* par 6'^ — Xa'-*, on voit que / v/^'^ — ka''^ dp doit êlre mis 

à la place de b et qu'il ne reste que a=ia. 

Les surfaces correspondant à ces valeurs des fonctions a, a, 6, ^ seront 

X:.av/?^cos/v V-^W""'' -^^> 

Z = fs/V'^^^J^' dp. 

Toutes ces surfaces X, Y, Z seront des surfaces déformées de la surface x,r, z 
selon les lignes de déformation principales /> = consl., (7 = const., puisque les 
courbes /> = consl. et <jr = const. dans toutes ces surfaces sont conjuguées et 
puisque dX^-h dY^-^- d'/j^=: dx^-h dy^-i- dz- pour toutes les valeurs du para- 
mètre k. 

Soient 

« = cos/^, a = Xcos7, (3=:fxsin7, b=zvsmp 

où X, jjL, V sont des constantes. Alors la surface donnée »r, ^, z sera 
(37) à::=z}iCOspcosgf x = f^cos/> sin^, -c=vsin/î 
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OU 



(37) F + ^ + ^ = '' 

et nous trouvons trois séries de déformations K, Y, Z, suivant celui des trois axes 
de la surface donnée du second degré que nous prendrons pour axe v. Si A*, \x'^ 

ou v^ sont négatifs, nous remplacerons p par pi ou par pi, q par qi. 

Théorème VII. — Si la surface X| , j^i , z^ est une surface déformée de la sur- 
face J7, y, Zf toutes les surfaces X| , Y| , Z| qui sont parallèles à une surface Xt , 
yi, 5| sont aussi des surfaces déformées des surfaces X, Y, Z qui sont paral- 
lèles à la surface x,y^ z par rapport aux lignes de déformation. 

Ce théorème remarquable, au moyen duquel toutes les questions touchant la 
déformation des surfaces sont ramenées à leur principe le plus simple peut encore 
s'exprimer de la façon suivante : 

Pour toutes les surfaces, parallèles à une surface donnée par rapport aux lignes 
de déformation (simples ou principales), la base du parallélisme sera formée par 
les lignes de déformation (simples ou principales). 

On voit ainsi pourquoi les propriétés par lesquelles sont caractérisées les lignes 
de déformation se transportent aussi, comme propriétés angulaires, de la surface 
donnée aux surfaces parallèles (théorème V). 

Démonstration, — Supposons que 

ûfe' = dx^ -H dy^ -h dz^ = //* dp^ -\- luv cos (ùdpdq -{- r* dq* 

soit Télémeni linéaire de la surface x, y, z et que les courbes /> = consl. et 
q = const. soient des lignes de déformation (ordinaires ou principales), c'est- 
à-dire des courbes conjuguées selon lesquelles la surface x^y, z se déforme; alors 
les équations des surfaces parallèles par rapport à ces courbes seront 

d\ = x'edp -{- Xisdq, d\ :=z y' edp -h y^tdq, dL^^^ z' edp-^ z^zdq 
où e et e sont définis par les équations 

(•i4) ;^ -^'w(^ — = 0» d7j'^'^^^~^^^~^' 

, „. M,— i^'COSûJ i'— */, COSûJ 
(20) /W=— î r-^ , n— r^-r 

De ces équations (24) et (26) résulte que la forme générale des fonctions e et £ 
dépend seulement dos fonctions //, v et w el, par conséquent, ne change pas 
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pendant la déformation de la snriîace x^ y, z, |)iiiK|iie réiément linéaire 
'ds^ = u^ dp^-h mn^cosio dp dq -f- i^^ dq^ ne change |>ei; de là nous concluons que 
Télément linéaire des surfilées X, Y, Z, 

^ e^ ( .r'* H- >•'* -h c'* ) ^/>* 4- 2 e£ ( J?' j:, -I- v'/, -4- a'«, ) dp dq -h B^(jr]-^y]'^ z\) dq- 
■=z e^ n^ dp- -+- letuv cos gj dp dq -h s' c* dq"* 

ne change pas pendant la déformation de la iurface Xy y^ ^, 

Exemple I. — Supposons que l'on donne la surface 

(33) x:=La9,^ yzzia^f z =l ù 

où a ei b sont des fonctions d*une varifthle />, a et ^ des fonctions d'une va- 
riable q. 

Comme nous Tavons déjà vu, len courbes p = const. et ^ = const. sont ici des 
lignes de déformation principales, selon lesquelles la surface x, y, z peut être 
courbée dans plusieur* formes. 

Les fonctions a, ^, a, 6, par suite de cette déformation, prennent de nouvelles 
valeurs, renfermant un paramètre arbitraire A\ Ce paramètre k entre ici au moyen 
des équations 

(34) I ri I ri 

où les premiers membres désignent les valeurs des fonctions a, b, a, ^ pour les 
surfaces déformées, et ce paramètre sera, diaprés le théorème VII, le paramètre 
de déformation de toutes les surfaces X, Y, Z qui sont parallèles à la surface x, 
y, z par rapport aux lignes de déformation p = const. ei q = const. 

Établissons l'équation de ces surfaces parallèles; au moven des étpiations 

x=zaoc^ y=:aPf z := b, 

nous obtenons Télémeiit linéaire 

ds'^ =z dx^ -+- dy^ -+■ dz^ 

= a'«(a^-+- (3«) dp^-h2aa'{(xxt -h (3(3, -h yy, )dpdq-h a^a] -h (3} ) dq- 
r^ m' dp^ -j- 2UV cos w dp dp 4- r' dq^. 



par conséquent 



j 



V^(«'+P')(«; + |3î) 
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et de là 

du ôv 

, -7 r- COS 0) 

(35) ; MSin'o) f/sin-oj 

v' — Ut cosw a' da 



rsiii'w a a dp 

SubsliUtaiit ces valeurs des fonctions m et/i dans les équations 

+ m(e — £) = o, jr- ^n{i-e) = o 

et intégrant, nous obtenons 

e = F(/0, 
dz da w., ^ da 



par conséquent, 



et ainsi 



dp a dp '^ a dp 

ae = o{q)-hJ ¥(p)'^dp, 

da 



9{n)-^f^{p)^dp 

(36) ^-F(/>), £= ^ ^— . 

Kemplaçant les valeurs des fonctions e et e dans les équations 

d\ = ex' dp ^ iXidçy dY z= ey* dp -h eyidq^ dZ=iez' dp-h ezidq^ 

où 

ûc-^aoïj y-zna^j z ■= b, 

nous obtenons 

rfX = « F(/>) g ^/> + (<p(9) +/f(/>) ^ ^/,) ^ rf.y, 

par conséquent, la première des trois équations suivantes ('), 

\ = aoiV(p) -¥J (? (7) ^ dq, 

(37) I Y=af5F(y>)+y"e(7)^rf./, 



1 =fHp)'^^<ip- 



(0 Peterson ciïectue ici implicitement un changement dans les notations, croù résulte 
une légère confusion dont il suffit de prévenir le lecteur. {Note du traducteur.) 
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Ce sont les éqii«ilions de toutes les surfaces X, Y, Z parallèles à la surface 
.r = aoL^y = a^, z=^ b par rapport aux courbes p = const/et q = const. 

V (p) et ^ (q) seront les fonctions arbitraires du parallélisme. Mais comme a et fr 
sont des fonctions arbitraires données de p, F(/>) ne modifie évidemment pas la 
forme générale des surfaces X, Y, Z. 

Il en résulte que les surfaces x^y, z pour des valeurs différentes des fonctions « 
et b sont parallèles entre elles, c^est-à-dire que nous obtenons une partie des 
surfaces cherchées X, Y, Z en remplaçant ces fonctions par d'autres fonctions a 
el b. 

En posant, par suite, F(/?)= i, nous obtenons les surfaces X, Y, Z suivantes : 



(38) 



\ = acc-^fo{q)^dq, Y = a^ ^f<^(q)'^dç, Z = h. 



PROPRIETES. 



i" Les courbes correspondant à p et q constants seront planes ; 

f>.'' Elles seront conjuguées; 

3** Ce seront des lignes de déformation principales ; 

4" Les courbes q = const. seront des lignes cylindriques. 

Ces quatre propriétés, comme propriétés angulaires, passent directement de la 
surface x^y, z aux surfaces parallèles X, Y, Z. Nous obtenons des déformations 
pour les dernières si nous remplaçons dans les équations (38) les fonctions a, ^, b 
par les fonctions a, ^, b que nous avons déterminées dans la déformation des 
surfaces J7, y^ z de Téquation (35). 

ExRMPLE II. — L'affinité de parallélisme des surfaces 

(33) x=zaoLy y=za^y z =z b 

renferme, comme nous l'avons vu, seulement une nouvelle fonction ©(y). 
Le parallélisme des surfaces 

(26) J7r=a-t-a, y=b-^^, 5z::iC-f-y 

dont nous avons obtenu des déformations par les équations (3o) et (3'2) ne ren- 
ferme aucune nouvelle fonction, puisque les équations des surfaces parallèles X- 
Y, Z seront 

(39) Y=y/(/>)^rf/'+y*q>(<7)^rf7. 



^=ff^P'>Tp<'P-^J'^^''^%'''l' 
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d'où résulte que les fonclioos arbitraires a, 6, c, a, p, y sont remplacées seulement 
par d'autres fonctions arbitraires, c'est-à-dire que les surfaces x^y^ z sont déjà 
parallèles entre elles par rapport aux lignes de déformation. 

Prenons un autre exemple de déformation sur une base simple obliquangle : 

La surface 

,, , sinhcp sine// a cosh cp -}- bcos cg 

(40) J?=i r ^ , Y= r > z= r-^- ^ 

cosh/>-hcos7 ^ cosn/> 4- cos^ cosn/> + cos^ 

(rt, 6 et c constants, b^= i -f-a*) se déforme dans la forme ^i,^i, Zi suivante : 
,, ^ csinhp csin^ ^ cos h cp -4- acos ccr 

(41) 07,= r- ^ , V,z=z r- ? , 5,=: -^ . 1. 

cosn/>-h cos^ " cosnp -{- cosç cosh/?4-cos7 

Les courbes/^ = const. et q = const. seront conjuguées, les éléments linéaires 
seront identiques; la déformation sera simple parce que selon ces courbes il 
n'existe qu'une seule déformation, et avec cela les constantes a et b s'échangent, 
sinhcy> et s\ncq se changent en csinh/> et cs\nq. Ces propositions résultent des 
propositions plus générales exposées dans la relation graphique; mais nous pou- 
vons cependant nous assurer de leur exactitude par la différentiaiion. 

D'après le théorème Vil, toutes les surfaces X|, Y,, Z^ parallèles à la surface^,, 
^1, Zi doivent être des surfaces déformées des surfaces X, Y, Z parallèles à la sur- 
face JT, y, z. 

Pour obtenir l'équation de ces surfaces X. Y, Z et X|, Y|, Z|, remarquons que 
les deux surfaces x^y, z etoTi, j'i, Zx appartiennent aux surfaces de forme plus 
générale 

(4->.) -^ = 7^1' y=JTT.' '=M 

OÙ a, bj c el l sont des fonctions d'une variable /> ; a, p, y et X des fonctions d'une 
variable y, et déduisons pour elles les équations des surfaces X, Y, Z, paral- 
lèles par rapport aux courbes p = const. et y = const. Il sera démontré que ces 
courbes sont conjuguées, si nous démontrons a posteriori que les surfaces X, 
\ , Z existent. 

Posons, dans ce but, 

(43) '^\ -^^[Vip) + o(g)]-fjF'(p)dp~J'^o'(q)dq, 

Z ^^-^^ [V(p) + 9ir)]- ff^''(p)dp-p^^9'(l)dq 

Fac. de T., a» S., Vil. 6 
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ftù -T-t — , — sont désignés par a', Z|, ...; alors à Taide de la différentiation 
nou« obtiendrons 



rfX-X'rf/>-+-X,rf9 = 



«) 



<A' = Y' rfy> 4- Y, rf^ = 



I <« =Z'rf/> +Ztdg = 



f(p 



¥(P 



F(/> 



F(/' 



F(p 



F(p 



f(p 



V(p 



?(7) 



i+y^^, 



^ •"</>)] 



\7TJ) 

dp 

m) 



dp 



+ ?(g)-'-^f'(p)]y-dp 

) I ri «'^t 



^ 



9(9).- 



l-hl , 



De là nous concluons que 



X' 




Y' 




Z' 




" _ ;_ 


J' 




— 7 > 


x' 






z' 


X. 




Y, 




Zi 




■ ■ ' 




___ 




x^ 




yi 







par conséquenl les surfaces X, Y, Z sont parallèles aux surfaces x, j% :; par 
rapport aux courbes p = consl. qI q = const., ce qu'il fallait démontrer. 
En posant, par suite, dans les équations (43)i 



a=:sinhc/?, 6:zio, 



c = acoshc/?, / = cosh/o, 



a = o, 



(3=:sinc^, y = 6cosc^, X=:cos7, 



nous obtenons une classe de surfaces X, Y, Z parallèles à la surface x, y^ z des 
(équations (4^) ^^ renfermant deux fonctions arbitraires o{q) et F(/>), fonctions 
de parallélisme. 
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En posant (*) 

a^csinh/?, />=zo, cz=^coshc/^, i=:coshp, 

« =r o, p=:csin^, y = acoscq^ Xz^cos^, 

nous oblenons une classe de surfaces X|, Y|, Z{ parallèles à la surface Xi, j-^, z^ 
des équations (4i)* 

Les surfaces X, Y, Z seront des surfaces déformées des surfaces X|, Y«, Z|, 
suivant les lignes de déformation simples p = consl., q = consl. 



(*) En suivant TeTiempte donné par M. i\ll(»dziejowski dans sa Notice sur Petersoii (voir 
p. 47'>-47ï du Tome V de ces Annales), on a corrigé ici et dans les équations (4i) des fautes 
d'impression qui paraissent ressortir des quatre lignes qui suivent les équations (40- 

{Note du traducteur,) 
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COURBES TRACÉES SUR LES SURFACES, 



Par K.-M. PETÈRSON. 



Traduit dû russe par HH. Eugène COSSERAT et Henri FRENKEL, 

Professeurs à rUniversité de Toulouse ('). 



I. — Sur les courbes coniques et cylindriques tracées sur les surfaces. 

Par chaque courbe tracée sur une surface donnée, nous pouvons faire passer 
uoe surface cléveloppable de telle sorte qu'elle louche la surface donnée suivant 
la courbe donnée. De la forme de la courbe dépend évidemment la forme de la 
surface développable circonscrite; nous donnerons à la courbe le nom de courbe 
conique s\ cette surface circonscrite «st un cône, Ae courbe cylindrique si c'est 
un cylindre. 

Par conséquent, une courbe conique tracée sur une surface est évidemment le 
lieu géométrique des points de contact des langenles menées à la surface d'un 
point (du sommet du cône). Des tangentes parallèles entre elles touchent la sur- 
face suivant une courbe cylindrique. 

La. surface développable circonscrite à la surface donnée suivant une courbe 
donnée est l'enveloppe d'un plan qui glisse le long de là qourbe donnée en tou- 
chajit la surface donnée. 

Si le plan glisse: ainsi sur une courbe conique, il passe constamment par un 
point fixe (le sommet du cône); dans son mouvement le long de la courbe cylin- 
drique, le plan reste dans toutes ses positions parallèle à une droite fixe. 



(») Le Mémoire original intitule : O KpiipbiX'L Ha iiOBepxHOCTflX-h a paru dans le 
Tome II (p. 17-44) du Recueil mathématique (MATEMATimECKiii cbophiikl) publié par la 
Société mathématique de Moscou; il est formé de deux Parties qui, d'après des indications 
adjointes à leurs titres, ont été lues respectivement le 19 novembre 1866 et le 18 mars 18G7. 
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Il en résulte que les normales d\ine surface le long d*uDe courbe cylindrique 
sont parallèles à un plan parce que ces normales étant perpendiculaires au plan 
glissant sont en même temps perpendiculaires à la droite fixe à laquelle le plan 
glissant reste parallèle. 



Equations générales des courbes coniques et des courbes 

qui leur sont conjuguées. 

Supposons que les coordonnées x^ y^ z des points de la surface soient expri- 
mées en fonction de deux variables p eX. q telles que, aux valeurs constantes de la 
variable q^ correspondent des courbes coniques q =z consl. et aux valeurs con- 
stantes de la variable p des courbes/? == const. qui leur sont conjuguées. D'après 
la définition des courbes conjuguées/? =: const. et ^ = const., le plan tangent de 
la surface, qui glisse suivant une courbe quelconque q == const., doit, dans deux 
positions successives, se couper suivant la tangente à la courbe p = const., dont 
les cosinus sont proportionnels à 

dœ ây dz 
ôq dq dq 

D'après la définition des courbes coniques, le plan glissant enveloppe un cône 
et, par conséquent, dans deux positions successives, il se coupe suivant la géné- 
ratrice du cône; d'où nous concluons que les cosinus de la génératrice du cône 
sont proportionnels à 

ôx dy dz 

ôq ' dq dq 

Désignons par a, p, y les coordonnées du sommet du cône circonscrit à la sur- 
face suivant la courbe ^r = const. ; les grandeurs a, p, y seront constantes pour 
des valeurs constantes de la variable q^ c'est-à-dire ce seront des fonctions arbi- 
traires de q. Les cosinus de la génératrice du cône passant par le sommet a, ^, y 
et par le point J7, y^ z considéré sur la surface seront proportionnels à a — a:, 
P — y^ Y — 5, d'où nous concluons que : 

ôx ÔY ôz 

• 

àq __ ôq _ ôq 



cf. — x (3 — y 



,-v . . \ ou ^ ( . , i ôu\ 

Désignant ce rapport par - ;t— > ow u (et, par conséquent, aussi - ;j— ) est 
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une fonclion absolument arbitraire des variables/? et q^ nous avons 

ôx 

dq 1 du du dx du 

— ou X-r: \' U-z- '=^ OL-r-y 



a — X u dq dq dq dq 



ou, en intégrant par rapporta q^ 



X 



""/*5^''^"^"' 



où a est une fonclion arbitraire de la variable p. De cette façon, nous avons les 
équations générales suivantes des courbes coniques : 



a-^Jcc^dq 



(I) 

u 



^^dq 

x^= 

u 



j-i^t"^ 



U 

où a, p, Y sont des fonctions arbitraires de çr; a^ b^ c des fonctions arbitraires 
de p et u une fonclion arbitraire de p el q. 

Les courbes q = const. seront ici coniques, les courbes p = const. leur seront 
conjuguées. 

Donnons, dans les équations (i), à la fonction arbitraire u = /*(/>, q) la valeur 

particulière 

«=/(/») -+-9(7)» 

ou, pour abréger, 



i£ — e4-£, 



et remarquons que 



/vJ-'''/=/«|''^' 



par suite de la fonction arbitraire a, sera une fonction arbitraire de ^; en dési- 

p-7-dq par p, 

f ^■;ï-dq par Y, nous obtenons les équations suivantes : 

a4-a 64-Ô c-^y 

(2) X = j v= î-, 5= '-y 

e-+-£ "^e-he e-h£ 
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qui renfermenl huit fonctions arbitraires : a, 6, c, e de la variable p et a, ^, y, e 
de la variable q. De la symétrie de ces équations par rapport aux fonctions des 
deux variables, il résulte que non seulement les courbes ^^irrconst., mais encore 
les courbes p = consl, seront coniques et il n*est pas difGcile de s'assurer que 
celte symétrie ne peut être obtenue que par la substitution de u = /[p) -\~ o{q) 
et que, par conséquent, les équations (2) seront les équations générales des sur- 
faces sur lesquelles deux systèmes de courbes coniques sont mutuellement con- 
juguées. 

Equations générales des courbes cylindriques et des courbes 

qui leur sont conjuguées. 

Les courbes cylindriques constituent un cas particulier des courbes coniques. 
Rappelons que, dans les équations (i), a, fj, y désignent les coordonnées du 
sommet du cône circonscrit, lequel doit s'éloigner à rinfnii lorsque le cône se 
transforme en cylindre. Remplaçant, dans Téquation (i), a, fj, y par X*a, X'^, /ry, 

et la fonction arbitraire u par y -h i , nous obtenons 

A 



r au . 

X = 






En supposant maintenant infinie la constante Xr, nous obtenons les équations 
générales suivantes des courbes cylindriques : 



(3) 



■■^=<'-^j'^%^^> y=^^S^%'^i^ =^-''-^fy^/^' 



où, comme auparavant, a, 6, c sont des fonctions arbitraires de />, a, |î, y des 
fonctions arbitraires de y, et // une fonction arbitraire des deux variables p et q. 
Les courbes q = const. sont cylindriques, les courbes p r=r const. sont leurs 
conjuguées. 

Les équations (3) ne se transforment en équations symétriques par rapport 
aux fonctions de p elde q que lorsque w, comme dans le cas des courbes coniques, 
aura la forme 

Dans ce cas, / aL-—dq^ j ^ — dq^ / T 'i~ ^7 ^^ transforment en fonctions ar- 
bitraires de q que nous désignerons par a, [ï, y. De cette façon, on obtient les 
équations générales suivantes des surfaces sur lesquelles deux systèmes de courbes 
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cylindriques sont conjugués : 
(-4) ^r=rrt4-a, r=6-hj3, ^ — c-h^; 

ici a, b, c sont des fondions arbitraires de />, et a, ^, y des fonctions arbitraires 
de q. Les courbes p = const. et ^r = consl. seront cylindriques et conjuguées. 

Pour obtenir les équations générales des surfaces sur lesquelles les courbes 
cylindriques sont conjuguées aux courbes coniques, considérons les équations (a) 
des surfaces qui renferment deux systèmes de courbes coniques conjuguées et 
éloignons à Tinfini les sommets d'un système. Rappelons que, d'après ce qui a été 

I- ^ 1 , , . d(x. du d^ du d^ du • . . 1 

dit a propos des équations (2), ;t- I -j-> ;y • i~* ;/ • T* représentent les coor- 
données du sommet du cône passant par la courbe q = const. Pour que ces 

expressions deviennent infinies, il est nécessaire que -y- s'annule, c'est^-à-diie 

que la fonction 

"=/(/>)-^9(7) = ^-+-« 

se réduise à ia fonction e de p. 

De celte façon, les équations de telles surfaces seront 

(5) ^^.'L±^, y=^Ltl, ,= 'L±1. 

e ^ e e 

Ici les courbes </ = const. sont cylindriques, les courbes /> = consl. sont co- 
niques et les deux systèmes sont conjugués. 



Courbes coniques et cylindriques tracées sur des surfaces du second ordre. 

Toutes les tangentes menées d'un point à la surface donnée louchent cette sur- 
face le long d'une courbe conique; dans le cas de la courbe cylindrique, toutes 
les tangentes sont parallèles entre elles. Il n*est pas difficile d'en déduire : 1" que 
toutes les courbes coniques sur des surfaces du second ordre seront des courbes 
plaues; 2" (|ue toutes les courbes cylindriques seront des courbes planes dont les 
plans passent par le centre. 

En eflel, le point x^j-, z de contact des droites passant par le point w, r, iv et 
tangentes à la surface du second ordre ax^-\- by^-\- Cw^= i satisfont à Técpiatiou 

ax{x — a) -t- by(y — (>) -f- cz{z — \v) = o, 

e'est-à-dire à 

I '=.axu -\- byv -+- czwj 

et ceci est l'équation d'un plan. 

Fac. de T., 1* S., VU. 7 
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Inversement, nous trouvons, pour le sommet du cùne circonscrit à la surface 
suivant )a courbe d'intersection avec le plan 



les coordonnées 



« ? 7 

ea îo ic 



ce sommet s^éloigne indéfiniment lorsque £ = o et, en même temps, le plaa 

pa^se par lo centre. 

Supposons les points \« Y, Z et x. i , z de deux surfaces dans une liaison telle 
ipri\ chaque point x, >\ ; d'une surface correspond sur Tautre surface uo point 
déterminé X = Xx, Y= ;jl r. Z =r vr-, où X. jjl, v sont constants: pour une telle 
liaison^ nous aurons les théori^mos suivants : 

I" .4 NX courbes ptoi^es c/'wwc» sur/occ correspontieni des courbes p/a nés de 
i\iutre surfitce ptirce que tte /VV/wcî/iom du plan 

tf X -i- by -h c - H- ^ = o 
résulte rcqutUion du plan 

-\-î — 1 ^ 'Z^ e:=o. 



« 



>* Aux cC'Urb^s conjuguées d^une surface com^s/H'*ndenf des courbes cf#w/ii- 
^urfs dr ravrre surftTce. En ejfet. su/*posons tfue /es coi»rdonnêes x^ %\ z 
snîfri: rxj'-^Imers rnfonrn\*n ties i'Hiriaf*/es p et y et dcsifn''*ns par x\ X|, x',, 

x\ X, ;V> lïf n\rrs de x /iix rtipport à /*, à xf. à p et à q^ à p et à p^ à q 

et t7 ç tTJi»^ hi cyndinon d\7prè$ l^ffuelle /<\^ courbes /> = cao5l- et 

^ = c\>n>i, sh-r /,j ,<;, rr";^-r x, i\ ^ ,<l'•^; c:>njij^ntes, sera 

y \' Z^ — ^ . C -I . — ex. — C, X », — ,r' V. — X- 1' c' :=::0; 



ris ^ sh}is:;7uûfi 



♦« 



^ rr 



VOUS oi»tr filtre ijs i»rw; cond^TJion pour ]r> r.v.r.ïV.i^.nrr* X, Y, Z, 
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3" A des lignes asymptotiques d'une surface correspondent des lignes 
asymptotiques sur Vautre surface. En effet, de la condition d'après laquelle 
les courbes q = coosl. sur la surface x^ y, z sont asymptotiques 

on déduit la même condition pour les coordonnées X, Y, Z par la substitu- 
tion 

X Y Z 

X— ^y /=--, Z. 



l' ^ ^ IX 



V 



Rappelons que, dans une ligne asym/Jtotique, le rayon de la section normale 
est infini; son plan osculateur coïncide avec le plan tangent de la surface. 
Suivant chaque ligne asymptotique, deux courbes conjuguées se confondent ; 
l'angle de conjugaison est nul; une ligne asymptotique est conjuguée d^ elle- 
même. 

4** Aux courbes coniques d'une surface correspondent des courbes coniques 
de Vautre surface. 

5^ Aux courbes cylindriques correspondent des courbes cylindriques. 

Ces deux théorèmes résullent de ce que, eu remplaçant, dans les équations 
générales des courbes coniques (i) ou cylindriques (3), les fonctions arbitraires a 
et a par \a et Xa, les fonctions 6 et p par [jl6 et u^, les fonctions c et y par vc 
et vy, nous obtenons les mêmes équations pour les coordonnées X, Y, Z que pour 
les coordonnées x^ y^ z. 

Ces cinq théorèmes peuvent encore être rigoureusement démontrés pour la 

relation entre les points Xy y, z et X, Y, Z de deux surfaces qui est définie par les 

équations suivantes : 

« Uix-h b^y 4-Ct^ 4-g| 

ax -\- by -^ cz -\- e 

' ax -\- by -^ cz -{- e 

rj __ a^x-\- b^y -¥ c^z -\- e^ 
'~ ax -\- by -\- cz-^- e 

où a^ ai, ^2, as, 6, &i, ... sont des constantes. 

Ces équations représentent l'expression générale de la relation dans laquelle 
à toutes les courbes planes d'une surface correspondent des courbes planes de 
Tautre surface, parce que chaque équation linéaire 

AX + BY-hCZ-hEr=o, 

par la substitution des expressions (6), se transforme de nouveau en une équa^ 
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lion également linéaire 

OLX -h ^y -h y5 -h ô 1= o. 

t^oiir une lelle relation^ sont complètement valables les trois premiers théorèmes 
htir les courbes correspondantes planes, conjuguées et asjmplotiques; quant aux 
quatrième et cinquième théorèmes sur les courbes correspondantes coniques et 
cylindriques, ils se confondent en un seul, parce que, dans la relation considérée, 
aux courbes coniques peuvent correspondre des courbes cylindriques et inverse- 
ment. 

Dans le Mémoire Sur les relations et les affinités (*), nous avons mentionné 
celle liaison sous le nom A' affinité des plans correspondants, et nous y avons 
démontré les deux premiers théorèmes pour le cas particulier où le dénominateur 
ax H- by -f- c J H- e devient égal à Tunité. 

Si nous connaissons les équations des courbes conjuguées, asymptotiques, 
coniques ou Cylindriques sur une surface quelconque x, j', ^, alors, à Taide des 
cinq théorèmes que nous avons démontrés, nous obtenons directement les équa- 
tions de ces courbes pour les surfaces X, Y, Z, en mettant, à la place de x^ y, z, 

X Y Z 

les expressions y» —» -"* 

De cette façon, au moyen des équations des courbes conjuguées sur la sphère 
x^ -^y^ -f. s*= I , nous obtiendrons les équations des courbes conjuguées sur l'el- 
lipsoïde 

X* Y* 7J __ 

ou bien en général sur des surfaces du second ordre, si nous donnons aux fonc- 
tions et aux constantes qui entrent dans l'expression des coordonnées x,yy z en 
fonction de/? et q des valeurs telles que X, Y, Z deviennent finis et réels pour des 
valeurs infinies ou négatives des expressions X*, \k^ ou v^. 

Deux systèmes de courbes qui se coupent à angles droits sur une sphère sont 
conjugués et, inversement, les courbes conjuguées se coupent ici sous des angles 
droits. En efiet, la condition de la conjugaison des courbes/? = consl. et ^ = const. 
pour une surface quelconque x, y^ z est 

?'a?;4-rî/;-+-ç5;=:o, 

oïl Ç, r^, Ç représentent les cosinus de la normale de cette surface et où x\j y\^ z\ 
représentent les dérivées des coordonnées par rapport à /? et à y. Cette condi- 



(*) Recueil mathématique y t. I (la traduction de ce Mémoire a paru pages 5-43 du 
Tome VII de ces Annales). 
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lion, pour la sphère x^ -i- y^ -{- z^ =z i, devienl la suivante : 

mais, en dîflerentianl Féqualion x^ -i- y^ -h z^ = i par rapport à /> et à </, nous 
obtenons 

il en résulte que la condition de la conjugaison 

xx\-\'yy\'\-zz\z=LO 
est identique à la condition 

dans laquelle les courbes p = const. et ^r = const. se coupent à angle droit. 
Si donc 

^ — f{P^^)^ y = 9iPf9)f ^ = '^{P>9) 

sont les équations générales des courbes p = const. et ^ = const. se coupant sur 
une sphère à angles droits, alors 

seront les équations générales des courbes conjuguées sur la surface du second 

ordre 

X* Y* Z* 



Soient a, p, y, a', p', y', a", p", y" neuf fonctions d'une variable q satisfaisant 
aux équations 

a' +(3* -h y* =1, a'* 4- (3'* -4- y'« =1, a''* 4- (3'« -+- y"* r= i , 
a'a'^-i- (3'(3"-i- y'y'^^o, «''a 4- (3' (3 4- y'^y = o, aa'4- (3(3' 4- yy' = o. 

Ces fonctions, si elles sont réelles, désignent les cosinus de trois droites per- 
pendiculaires deux à deux. 

Posons 

a Va' 4- (3'' é/(3' 4- y'' c/y' = eu dq, 

OL doL''-\' p d'^'-^y dy"= co' dq, 
a' doL 4- (3' t/p 4- y' dy = co" dq, 

et désignons sous le nom de rotations les trois fonctions nouvelles w, cj', (o"; 
alors les différentielles des fonctions a, a', a", p, ... prendront la forme sui- 
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vante : 

doL -= {oi' tti" — a." (ii')dq, doc'={oi"(,i — <x(,)'')dq, .... 

Parmi loutes ces fondions, trois seulement sont arbitraires. En annulant la 
rotation lo" et en prenant a et ^ comme fonctions arbitraires, toutes les autres 
fonctions seront complètement définies. En effet, y sera définie par l'équation 

«•-h(3*-i-y'=i; 

en remplaçant lo'c/q par rfcr, tù dq par rfy', nous trouverons ensuite 

é/3c*4- ^;3*-h c^y*= c^aS ^«'«4-^(3'*+ dy''=zd(7'*, 

^f_^^ r^,^d> ^n_dy 

(7) ; ^ -^' ^ "Ta' ^ -Ta' 

' doL' = ol" d<j' , dÇ,' = i^" du' , dy'z^y'dfj'. 

Nous prenons pour a et ^ des fonctions arbitraires, mais réelles, qui peuvent 
être supérieures à l'unité. Si a^-f- p^ est supérieur à l'unité, y devient imaginaire 
et, par conséquent, y, a' et p' prennent aussi des valeurs imaginaires. En rem- 
plaçant dans ce cas ces quatre fonctions y, y", a' et p' par y/, y*'/, a'f et P'i, nous 
obtenons neuf fonctions réelles qui satisfont aux équations 

a» -4-;3« —y' -I, a'* 4- (3'* -/*=— i, «"«.+. (3^« — y"» =, , 
a"a'-^;3";3'4-//=o, «"a -h (3'' (3 -h /y = o, ««'-+. pp' 4- yy'=: o, 

a' c?« -h (3 V(3 4- y' é/y =: o, 

dans lesquelles a et ^ sont seules arbitraires, mais a^H- Q^ doit être supérieur à 
l'unité. 

Les courbes cylindriques sur une sphère sont des grands cercles; ces courbes 
et leurs conjuguées se définissent par les équations suivantes : 

: x^=:oL cosp ■+- cf! sin/?, 

(8) * < J = P cos/; -H P' sin/>, 

\ z ^=iy cosp 4- y' sinp, 
où 

a*H-(3*<f. 

En effet, nous en déduisons les équations suivantes : 

dx dx ôy dy dz dz 

Op dq dp ôq dp dq~~ ' 
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qui montrent que la courbe q = const. est un grand cercle arbitraire sur la sphère 
et que les courbes p = const. et ^ = const. se coupent à angles droits. De ce qui 
précède résulte que les équations (8) seront les équations générales des courbes 
cylindriques q = const. et de leurs courbes conjuguées p = const. sur la sphère. 
Les équations générales de telles courbes sur Tellipsoïde 

X* Y* Z* 

seront donc 

/ X = X(a cos/? -h a' sin/>), 
(9) \ Y=/jL((3cosp-i-(3'sin/>), 

( Z = V (y cosp -+■ y' sïnp). 

En remplaçant ici a', p', y, v elp par — a'i, — ^'/, — y/, vi et pi\ nous obte- 
nons pour l'hjperboloïde 

X« Y' 

les équations suivantes : 



XI -^^1 V* -'» 



X = X (a cosh/? -+■ a' smhp)^ 
(lo) / Y =/JL((3cosh/>-+- (3'sinh/?), 

( Z •= V (y coshp — "/ sinhp), 

avec la condition a^-|- ^^^ i. En remplaçant, dans les équations (9), a', p', y, X, 
[X etp par — a'/, — ^'Z, — y/, — }./, — ^i et pi 1 pourThj'perboloïde 

X» Y» Z* _ 

nous obtenons 

IX = X (a sinhp -h a' cosh/?), 
Y = jjL(Psinh/>-f-(3'cosli/;), 
Z = V (y sinh/; — y' coshp), 

où de nouveau a-^-l- ^2> 1. 

Dans toutes ces équations a et ^ sont deux fonctions réelles arbitraires assujet- 
ties seulement dans les équations (8) et (9) à la condition a*-f- |î^<; 1, et dans les 
équations (10) et (i i) à la condition a^-h p^> i; les autres fonctions sont définies 
par les équations (7). 

On peut appliquer le même procédé aux paraboloïdes en assujettissant a et fJ 
à la condition que la somme a^^ p^ se rapproche indéfiniment de Tunité. 

Dans ce cas, nous remplaçons, dans les équations (7), a^, ^^ et y* par (1 -f- A-^a)^, 
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A-^|î2 el zhÂ^yî. En annulanl k, au lieu de Téqualion a^ -i- p^» -4- v» = i , nous 

obtenons 

2 a -h ^*dzy'=:o, .... 

En remplaçant, dans les équations (9), X^, [x^, v- elp^ par -^ , — ? ±: -Tj el dz /i-2/>'^ 

nous obtenons pour les courbes cylindriques q = const. et les courbes qui leur 
sont conjuguées /? == const. sur le paraboloïde 



2\ 



L''! 



f^' 



7J 



in -r = o, 



les équations suivantes : 



(la) 



X=)/« + «'/>q:^V Y = ft((3-+-|3'/>). Z = v(7 +//>), 



où les fonctions ^ et y peuvent être prises arbitraires et où les autres fonctions a, 
ol'j jj' et y' sont déterminées par les équations suivantes : 



P'= — ^y 



^/ri^^±ciy- 



/ = 



=f=^(3 



s/d^'±dy' 



2 



a -h i3*± y«= o, «' -h (3?' ±: y/= o. 



Lignes de courbure cylindriques et coniques. 

Une ligne de courbure cylindrique est toujours une ligne plane courbe et géo- 
dcsique. En effet, une ligne de courbure coupe les courbes qui lui sont conjuguées 
à angle droit; par conséquent, la ligne de courbure cylindrique coupe les généra- 
trices du cylindre circonscrit à angle droit. Sur le cylindre, une telle couibe est 
ni'ccssairement une ligne plane el géodésique; par conséquent, elle jouit des 
mêmes propriétés aussi pour la surface à laquelle le cylindre est circonscrit. Le 
|)lan de celte courbe est normal au cylindre el à la surface. 

Une ligne de courbure conique est toujours une courbe sphérique dont la 
sphère coupe la surface à angle droit. En efl'et, de ce que la ligne de courbure 
coupe à angle droit les courbes qui lui sont conjuguées, nous concluons que la 
ligne de courbure conique coupe à angle droit les génératrices du cône circonscrit. 
Une telle courbe sur le cône n'est autre chose que rinlersection de ce cône avec 
une sphère dont le centre coïncide avec le sommet du cône; cette sphère coupe à 
angle droit le cône et, par conséquent aussi, la surface à laquelle le cône est cir- 
conscrit. 

Les équations des lignes de courbure cylindriques et coniques ou, comme on 



SUR LES COURBES TRACÉES SUR LES SURFACES. 5'J 

dit habituellement, Inéquation des surfaces pour lesquelles les lignes de courbure 
d\in système sont des courbes coniques ou cylindriques, s'obtiennent à Taide de 
considérations plus générales exposées dans la seconde Partie de ce Mémoire. 



][. — Sur les lignes de courbure (parallélisme sur une base rectangulaire). 

Entre les points de deux surfaces complètement arbitraires /(^, y, z) = o 
et F(X, Y, Z) = o, est toujours possible une relation telle que les plans tangents 
des deux surfaces aux points correspondants sont parallèles. Dans le Mémoire 
Sur les relations et les affinités entre les surfaces (') nous avons appelé cette 
relation parallélisme et nous avons exposé les propositions suivantes : 

Dans une telle relation, à chaque point et à chaque courbe d*une surface 
correspondent un point et une courbe déterminés de Vautre surface. Parmi 
toutes les courbes qui passent par un point dUine surface, deux courbes ont 
des tangentes parallèles à celles des courbes correspondantes de Vautre sur- 
face; ces courbes sont conjuguées sur les deux surfaces. 

En exprimant les coordonnées Xj y^ z et X, Y, Z de deux surfaces en fonction 
des variables/» et q^ aux valeurs constantes desquelles correspondent ces courbes, 
nous avons les équations 



X Y' _ 7J X, _ Yi _ Z, 

— T — — 1 — "T ' — — ~~ — — ' 

œ Y z 



qui expriment la condition que les tangentes aux courbes p = const. et ^ = const. 
sur les surfaces x, y, z et X, Y, Z sont parallèles. 

Nous appelons parallèles les surfaces X, Y, Z et x^y^ z et nous appelons base 
de parallélisme le réseau des courbes/? = const. et ^r = const. 

Si les coordonnées a:, y^ z d'une surface arbitraire sont données en fonctions 
de deux variables conjuguées p ei q (c'est-à-dire telles que les courbes p = const. 
et q = const. sont conjuguées), alors les rq nation s 

X=i / (ex' dp -h exidq)^ 

(i3) / Y=J{eydp-^By,dq), 

y^ ^= I (ez' dp -h BZi dq) 



(1) Recueil mathématique, t. I. (La traduction de ce Mémoire a paru pages 5-4^ du 
Tome VII de ces Annales,) 
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seront les équations générales des surfaces X, Y, 7^ parallèles à la surface donnée 
sur la base des courbes p = const. et ^ = consl. Ici, les deux fonctions e et e 
doivent satisfaire aux conditions dMntégrabililé des expressions X, Y, Z, à savoir : 

r,M àiex') _ ditx,) ô(ey) _ dizy,) *)(ez') _ ô(tz,) ^ 

^ "*^ ôf/ ~ ôp ' àq dp ' ôq "" àp ' 



par suite de la condition 



?^i-T-TO/, H-C-, -O, 



qui exprime que les courbes p = consl. et y = const. sont conjuguées sur la sur- 
face J?, y^ Zj les trois équations (i4) se ramènent à deux équations linéaires 
simultanées dont i'inlégralion détermine e et e avec deux fonctions arbitraires. 

Pour ramener ces équations linéaires à la plus simple expression, remarquons 
qu^on peut toujours déterminer deux fonctions m et /i telles qu'elles satisferont 
aux équations 

(i5) x\=z mx' -h njTi, y, =r //îj'-H /i V,, z\=: mz' -h nzi^ 

parce que, par suite, des conditions 

£.r', -h riy\ -h ï^j — o, ^x' -+- tqj' -+- Çs' z=r o, Çj:» -h rjy, -h Ï;:, = o, 

chacune de ces équations sera la conséquence des deux autres. Ayant déterminé 
de celle façon m et /t, nous réduirons les trois équations (i4) aux deux suivantes 

(i6) — H-w(e — £) = o, _^,i(£ — e) = o. 

Les plans tangents aux points /?, q à toutes les surfaces X, Y, Z définies par les 
équations (i3), y compris la surface donnée x, y^ ^, seront parallèles. Les tan- 
gentes aux courbes y> = consl. et ^ = consl. seront également parallèles. Il en 
résulte que les angles finis et infiniment petits, qui dé|)endent de la direction des 
tangentes ou de la situation du plan tangent, seront les mêmes pour toutes ces 
surfaces. Si donc une des courbes /> = consl. ou y = const., sur la surface 
donnée o:, y, 5, est plane ou géodésique, ou ligne de courbure, ou ligne de 
déformation, ou ligne asvmptotique, ou courbe cylindrique, alors les courbes qui 
lui correspondent sur toutes les surfaces X, Y, Z seront également des courbes 
planes, ou géodésiques, etc., parce que les caractères distinctifs de toutes ces 
courbes ne dépendent, comme on sait, que de la direction des tangentes. 

Appliquons ces propositions générales au parallélisme sur base rectangulaire. 
Considérons une surface arbitraire X, Y, Z se trouvant en relation de parallélisme 
avec la sphère ;r^-f->'''*4- 5^= i ; dans ce cas, la base du parallélisme doit être 
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reclangiilairc, parce que, sur une sphère, toutes les courbes conjuguées se coupent 
à angles droits. Les courbes correspondantes de base sur la surface X, Y, Z se 
coupent sous les mêmes angles; elles seront, par conséquent, des courbes conju- 
guées se coupant à angles droits, c^est-à-dire des lignes de courbure. 
Si donc 

sont les érpiations générales des courbes p = const. el q = consl., se coupant sur 
la splièrc X'-hy^-i- z^= i à angles droits, alors les équations 

X =r / {ex' dp -+- e-Tj dq), 

(i3) / Y^f(eydp-\-ey,dqh 

\ 7j =: j {ez' dp -hfi^i dq) 

n*présentent toutes les surfaces parallèles à la sphère; par conséquent, toutes les 
surfaces sans exception. Les courbes /> = consl. et ^r = consl. seront des lignes 
de courbure sur ces surfaces; donc les équations (i3) seront les équations géné- 
rales des lignes de courbure sur toutes les surfaces. 

Les fonctions e et e doivent satisfaire aux conditions d^inlégrabilité des expres- 
sions (i3) de X, Y, Z, savoir : 

^ ^^ dq <^P ^ àq dp ^ àq dp ^ 

nous avons montré plus haut que deux de ces équations servent à déterminer les 

fonctions e et e et que la troisirme en est une conséquence. Dans le cas examiné, 

e cl s se déterminent aisément de la façon suivante : 

Désignons 

x'^-^-y'^^z'^ par /£*, 

»^Î-^JÎ-+--Î par «'•, 



d'où 



,,,,,, du , , , dv 



et remarquons que 

x'xi-^y'fi-^z'zizzzo, 

parce que le réseau des courbes p = consl. et 7 = const. sur la sphère est sup- 
posé rectangulaire; en additionnant les conditions (i4) après les avoir multipliées 
d'abord par x'^ y et 5', ensuite par x^ , y\ , et Z| , nous obtenons les deux équations 
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silivaiiles 

, . àe . . \ du àt , .1 <}(' 

' ât/ a oq dp v dp 

à Taide desquelles on détermine c el e. 

Si Ton a besoin de Inéquation des surfaces dont les lignes de courbure se 
distinguent par une propriété qui dépend des angles, alors, d'après ce qui pré- 
cède, il suffit pour cela de déterminer sur la s| hère le réseau rectangulaire ayant 
cette propriété et de déduire Téqualion des surfaces parallèles sur la base de ces 
réseaux. 

Equaiions générales des lignes de courbure cylindriques. 

Nous avons les équations générales (8) des courbes cylindriques q = const. sur 
la sphère 

(8) .r = « cos/> -H a' sin/>, 7 = (^ cos/? -h (3' siny>, 5 =: y cos/i 4- y' sin/?. 

]^e réseau sphérique étant ici rectangulaire, les équations générales des lignes 
de courbure cylindriques ^ = const. ou des surfaces dans lesquelles un système 
de lignes de courbure se compose de courbes cylindriques seront 

\ =; / {ex' dp -h €^i dq)^ ^ — I (^y ^P "^ U'i ^7)» Z =1 / (ez' dp -v- tz^ dq)^ 

où {* et e se déterminent par les équations 

Oe , ^ I du àe , ,1 âv 

-.- -+- (e — £)- — =0, -r- -+- (g — 6')- X- ~^5 

oq u ôq dp V dp 



mais, comme dans ce cas, 



-(D'Kiy-ir- 






, fdxy (ôyY />)zY ( d<3 . ùc'\ 



nous obtenons 



^=/(/0» ^''=-jzJ/(p)^<^osp'^^J/(p)ds\np-ho(q\ 

<>" /(/>) et cp(5') sont deux fonctions arbitraires. Nous pouvons considérer les 
intégrales j /(p)d cosp et j /(p)dsinp comme des fonctions parfaitement 
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arbitraires de py |varce que, d'une pari, f{p) est arbitraire el, d'autre pari, la 
variable p elle-même peut êlre remplacée par telle fonction que I'od veut de p. 
En désignant ces intégrales par X et [x et en remarquant que 



, dcosp fdsinp 

X :m Ot. -h a j JCt 

€ép p 

nous obtenons 



„( dfj . da'\ „ 



= c, 



d\ — ex' dp-\- exi df/ ^= /( p) {oid cosp -{- (x'dsinp) -ha" "k-j- + F;i — ^- 9(7) \dq. 
K.'i posant 

(18) j'»'<f{q)dq^a, fp'<f(q)dq = b, Cy'<f{q)dq = 

et intégrant, nous obtenons 

X = aX -h ol' \i. -h a, 

el, de 1.1 même façon, 

(>9) \ 

Y ru PX 4- i3> -h ^ 

Z =yX 4-y'/x H- c. 

Ce sont les équations générales des surfaces dont les lignes de courbure d\in 
système q = const. sont des courbes cylindriques. Ces équations renferment cinq 
fonctions arbitraires X et [x de/»; a, ^ et a de 9; toutes les autres sont définies par 
les équations (7) et (18). 

» 

Equations générales des lignes de courbure coniques. 

Dans le Tome I du Recueil mathématique, nous avons examiné sous le nom 
de perspective graphique une liaison entre les points ^, y^ z et X, Y, Z de deux 
surfaces qui est déterminée par les équations 

V ^ V — y 7 - 

X' -+- J^* -+- 5* J7*-hy*-f-5* J?*-h7*-4-3* 

Cette affinité (*) est caractérisée par les propriétés suivantes : 



(*) Nous appelons relation une liaison entre les points de deu\ surfaces dans laquelle ces 
surfaces peuvent être prises arbitrairement; et affinité une liaison dans laquelle la forme 
d'une surface détermine la forme de Tautre. 
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i" Les points correspondants de deux surfaces sont situés sur une même 
droite avec le point de vue {avec l^ origine des coordonnées) ; 

2** Toutes les courbes dUine surface se coupent sous les mêmes angles que 
les courbes correspondantes de Vautre surface. 

Ces deux propriétés prises ensemble ilélerinÎDent rarfinilé grapliico-perspec- 
tive; et prises isolement elles déterminent deux relations : la perspective et In 
relation graphique. 

De ces deux propriétés nous avons encore déduit les propriétés suivantes : 

3" Aux lignes de courbure d'une surface correspondent les lignes de cour^ 
' bure de l'autre; 

4" Aux courbes sphériques d'une surface correspondent les courbes sphé- 
riques de Vautre, En même temps, si la sphère de la courbe sphérique sur 
une surface passe par le point de vue, alors la sphère de la courbe correspon- 
dante de l'autre surface devient un plan, et inversement à une courbe plane 
d'une surface correspond une courbe sphérique de Vautre surface dont la 
sphère passe par le point de vue. Les sphères de deux courbe$ sphériques 
correspondantes sur les deux surfaces coupent ces surfaces sous des angles 
égaux. 

Supposons que X, Y, Z désignent les coordonnées des surfaces (19). En dési- 
gnant 

X'-h Y* -h Z* - («>. -h «> -h «)*-+- (;3X -h p> 4- 6)» -h (y/ -+- y> -h c)» 
par r, nous obtenons les équations suivantes des surfaces graphico-perspectives, 



X 


Y 


Z 


X — ~i 


V —, 


<w — "~ 


r 


/• 


/• 



ou 

/ <x\ -h a'fjL H- a 

X — ' j 

r 

(20) \y = - — ^ — » 

yX 4- y'iJ--h c 

z — • 

r 

En nous basant sur ce qui précède, nous déduisons les propriétés suivantes de 
ces surfaces : 

1" Les courbes p = const. et q =z const. sont des lignes de courbure, parce 
que les courbes qui leur correspondent /> = const. et 7 = const. sur les sur- 
faces (19) sont des lignes de courbure; 
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'I? Les courbes 5r = const. sont des courbes sphériques dont tes sphères 
passent par le point de vue, parce que les courbes q = non si. qui leur corres- 
pondent dans les équations (19) sont planes. 

3" Les sphères des courbes sphériques q =^ const. coupent les surfaces (20) 
à angle droit, parce que les plans des courbes planes q = consl. coupent les 
surfaces (19) à angle droit. 

Les équations (20) seront de celte façon les équations générales des lignes de 
courbure sphériques dont les sphères passent par un point et coupent la surface 
à angle droit. Gîs équations renferment, de même que les équations (19), cinq 
fonctions arbitraires. 

Nous avons démontré que les lignes de courbure cylindri({ues sont des courbes 
planes dont les plans coupent la surface à angle droit, que les lignes de courbure 
coniques sont des courbes sphériques dont les sphères coupent la surface à angle 
droit. 11 en résulte que les équations (20) présentent un cas particulier des lignes 
de courbure coniques. Pour la généralité, il leur manque évidemment une fonc- 
tion arbitraire supprimant la condition qui consiste en ce que les sphères 9 = const. 
dans les équations (20) passent par un même point. Nous déterminerons cette 
fonction arbitraire à Taide du parallélisme. 

A Taide des équations (i3) du parallélisme nous pouvons, au moyen des coor- 
données données x^ y, z, des surfaces (20), déduire les coordonnées X, Y, Z des 
sut faces qui leur sont parallèles. 

Posant 

(21) f{q)-^fr^(p)dpz=ï{, a^'-hb^'-^cy'^C, 

où f{p) et ^(/>) sont deux fonctions arbitraires nouvelles [la signification des 
autres lettres a été expliquée dans Texposé des équations (19) et (20)], on peut, 
en intégrant les équations (i3) et (17) du parallélisme, déduire les équations des 
surfaces parallèles aux surfaces x, y^ z (20) sous la forme suivante 

ix = ^n-J-^^dq^ 

(22) JY=yl\-J^-j^dq, 



7 u Cy" ^^ ^ 



Mais, même sans intégrer, nous pouvons nous assurer de l'exactitude de ces 
équations en vérifiant^ à Taide de la différentiation, les conditions 

^ — X! — ^ et i^-Xi — ^. 

^ y z *^\ y\ ^\ 
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!>•.-. :i:r*>D5 i\ue les f'(|iialions ('<>.) renferinenl comme cas particuliers : r* le.N 
:^«:: n? ^êiit-rales îles lignes de courbure coniques el 2" les équations générales 
-- ij'O^ Je CiUirliure planes. 

ï.' «nnulaiil y p). ce (|ui fait que 



m ' 



— :-jn*tornie en f^'l)* et posant 
>> /^/'('/) '/'/ = «'.. fÇf'(.'l)d<l--b„ f'Ç/'{q)d., = c„ 

!>-. t-iiudlion? I ■<:>. ) deviciincnl les suivantes 

. . «). -+- a' ;jH- rt , 

\ = ^ /(7 ) - rt,. 

fz= y^-"y/^' /(V)-<-,; 

ii.i A et ;x (lésignenl des fonctions arbitraires de p] a, JJ, a ^^ /{</) désij^ncnl des 
fonctions arbitraires de q; les autres fonctions sont données à Taide des é(| na- 
tion-» <'-), (iS), ('>-'^)? <'^ 

/• - (a>. -H x'iJL -h a)*-h(;5>. -h;3>-h^)*4- (y>. 4- y'fxH-c)*« 

.^i nous additionnons les équations ('ii) après multiplication par a'', ,^^ et *'", 
nous obtenons 

\',n ;iddihounant les mêmes é(piations, après élévation au carré, nous trouvons 
d ou 

^l«;ti«; éqiiiilion, y étant conslanU représente une sphère arbitraire, parce qu*ellc 
ti'.nit'rmt'. quatre fonctions arbitraires de ^ : a, ^, a et /(q). Les coordonnées du 
n'itltr lit: celle sphère seront 



,(1 "" ~1^(] "" aC '^" 
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par conséquent, les cosinus du rayon mené au point X, Y, Z de la surface sont 
proportionnels à 

Par suite des équations (24), f{q) sera ici en facteur el pourra se supprimer, 
et nous en concluons que, pour les surfaces parallèles (24) qui se distinguent 
entre elles par les valeurs différentes de la fonction arbitraire /{ç)f les sphères 
des lignes de courbure sphériques, dans les points correspondants X, Y, Z, seront 
parallèles, parce que leurs rayons seront parallèles en ces points. 

Remarquons que parmi les surfaces (24), X, Y, Z est contenue aussi, comme cas 
particulier, correspondant ^ f{q) = 1 , la surface donnée (20), et, comme les sur- 
faces X, Y, Z et x^ y^ z sont parallèles dans les points correspondants, el, comme, 
en outre, la surface x, y, z est coupée par les sphères q = const. à angles droits, 
nous en concluons que les surfaces X, Y, Z sont coupées par les sphères corres- 
pondantes gr = const. également à angles droits. Les équations (24) seront donc 
les équations générales des lignes de courbure sphériques dont les sphères coupent 
les surfaces à angles droits, c'est-à-dire qu'elles seront, comme nous l'avons dé- 
montré, les équations générales des lignes de courbure coniques; elles renferment 
six fonctions arbitraires : X, u, a, p, a ^^f{q)' 



m 

Equations générales des lignes de courbure planes. 

Les équations générales des lignes de courbure planes renferment également 

six fonctions arbitraires, parce que la condition, d'après laquelle l'inclinaison des 

sphères sur les surfaces est égale à 90°, est remplacée ici par la condition que les 

rayons des sphères sont infinis; nous verrons que, pour ce second cas particulier, 

il faut annuler la fonction u. (ou \) dans les équations (22), de même que, dans le 

premier cas précédent, il fallait annuler ^(/?). Les équations (20) avec »jL = odevien- 

nent les suivantes 

, ^, aX-4-a d>\-\-b y\-\-c 
(25) x=z , y=- y ^=' ' 

où 

r = (aX -+- a)'-H ((3X 4- 6)'-+- (yÀ -+- c)'. 

Additionnant ces équations après multiplication par a', p', y' et a'^ P'% y", nous 
obtenons 



a'x -h (3'/ -H y'- =^ 



r 






Foc. de T„ a* S., VII. 
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d'où 

(a'x -H ^y -4- y'z) (a(x''-h b^'-h cy") =z {oi'x -+- ^'y -+- y" z) (aa'-f- 6(3' -H cy'). 

Cette équation avec q = const. sera l'équation d'un plan ; donc les courbes 
q = const., dans les équations (26) ou dans les équations (20) avec [x == o seront 
planes. 

Les équations (22) représentent les surfaces parallèles aux surfaces des équa- 
tions (20) sur la base des courbes/? = const. et ^r = const.; nous avons démontré 
qu^aux courbes planes de la base dans le parallélisme correspondent des courbes 
planes, par conséquent les courbes 5r== const. dans Téquation (22) avec [x = o 
seront planes. 

En annulant [x dans les équations (22) et en substituant 

r = (aX -+- a)- 4- ((3X -h by-¥- {yl -+- c)S 
nous obtenons les équations générales des lignes de courbure planes ^ = const. 

(.6) JY=(?X-H.)i^-/Ç^^./,, 

t /■>,.»< Cl" an, 

Z^{yl + c)--JL -dg. 

Monge, Joachimstlial et d^autrcs géomètres ont également obtenu des équations 
générales des lignes de courbure planes, mais dans une forme telle que les fonc- 
tions arbitraires y sont liées avec les autres à Taide d*éqiiations diflTérentielles qui 
ne sauraient être intégrées sous une forme générale ou ne sont intégrées que dans 
le cas de certaines intégrales particulières. Dans les équations (24), de même que 
dans toutes les précédentes, toutes les fonctions non arbitraires s'expriment par 
des quadratures mécaniques. En cflet, dans les équations (26), oc et ^ sont deux 
fonctions arbitraires de q d Taide desquelles dans Téquation (7) sont déterminées 
les fonctions y? a', ,3', y', a", ^", v" à Taide de la dilTérentiation; de là on obtient 
ensuite 

(18) a--=ya''9(7)6?./, b^Jyo{cj)dq, c = Jy" o{q)dq, 

où 'f (7) esl une nouvelle fonction arbitraire; ensuite 
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en introduisant ensuite la fonction arbitraire X de/>, nous avons obtenu 

où /(q) et ^(/>) sont de nouvelles fonctions arbitraires. 

Nous pouvons simplifier les équations (a6) des lignes de courbure planes de la 
façon suivante : 

En désignant rta-+- 6^ -h cy par A, aa'+è^'+CY' par B, aa"4- ft^"4- cy" 
par C, a^+ i^-H c^ par E, nous obtenons 

r = («X -+- a)«-4- ((3X -h 6)* -4- (yX + c)« = X* -h 2AX -+- E, 
l\=f{q)'{- jr^{p)dp=/{q)'i- l-h'iXm-hEn, 



ou 



En se rappellant que, d'après les équations (18), 

da = a" cp(^) e/^, é/6 = P" cp(^) dq, dc = f^ {q) dq, 

nous obtenons 

e/A=:(aa''-H6(3'4-cy'')rf(Tz=Crfa, e/E = 2C 9(^)rf^; 
d'où 






//i -h 2 a/i . 



En désignant r^/'(5r)rf5r, j^f{q)dq,j^f{q)dq par ^a,, 26,, 2C,, 
nous obtenons les équations suivantes 

X = (aX-+-a) 2(a/n-HaAi-f-rti), 

(27) { Y=:((3X-+-6)5 _-2((3/n-+-^/n-6i), 

Z =: (yX -f- c) 2(y/n -4- c/i -f- c, ). 

Les courbes q = const. seront des lignes de courbure planes. 
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Sur tes lignes de courbure sphériques. 

Les lignes de courbure coniques (24) prësenlent ce cas particulier des lignes 
de courbure sphériques dans lequel les sphères de ces courbes coupent la surface 
à angles droits. 

Les lignes de courbure planes (26) présentent le cas dans lequel les rayons des 
sphères deviennent infinis. ■ 

Nous obtenons un troisième cas particulier des lignes de courbure sphériques 
tiré des équations (26), à Taide de la perspective graphique, lorsque toutes les 
sphères de ces courbes passent par un point. En nous rappelant que dans cette 
affinité aux courbes planes d'une surface correspondent sur Tautre surface des 
courbes sphériques dont les sphères passent par le point de vue, et qu'aux lignes 
de courbure d'une surface correspondent les lignes de courbure de l'autre surface, 
nous obtenons les équations des courbes cherchées sous la forme suivante 

où X, Y, Z désignent les coordonnées des surfaces (26) ou (27). 

Les constantes que nous aurions dû ajouter aux coordonnées X, Y, Z, pour que 
la position du point de vue puisse être arbitraire, sont contenues déjà dans la 
forme générale de ces coordonnées (27). 

Les équations (28) seront de cette façon les équations générales des lignes de 
courbure sphériques dont les sphères passent par le même point. 
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en Introduisant ensuite la fonction arbitraire \ de p^ nous avons obtenu 

où f{q) et ^{p) sont de nouvelles fonctions arbitraires. 

Nous pouvons simplifier les équations (26) des lignes de courbure planes de la 
façon suivante : 

En désignant «a 4- 6^ -f- cy par A, aa'4- 6^'+ cy' par B, aa"-H 6^"-4- cy" 
par C, a^-f- 6^-f- c^ par E, nous obtenons 

r — {oLk-h a)«+ ((3X -4- by-\- (yl H- c)»= X«4- 2AX + E, 

U=/((7)-+- rr^(p)cip=/(q)-^ l-[-2Xm-hEn, 



ou 



En se rappellant que, d'après les équations (18), 

da = a'(^(q)dq, db=z ^' (^(q) dq, de = y' (^(q) dq, 

nous obtenons 

dX = {a(x'-hb^'-\-cy")d(i = Cd(7, dE = 2C(?{q)dq; 
d'où 

En désignant /~-/'(<7)rf<7, j ^f'{q)dq, l^f{q)dq par 2a,, 26,, 20,, 
nous obtenons les équations suivantes 

|) 

X = (aX-4- a)— — 2(am 4- a/i -+- aj), 

(27) ^ Y = (pX-+-6)5 — 2((3/nH-6n-+-^), 

Z = (y> -+- c) 2(y/n 4- c/i -h Cj ). 

Les courbes (7 = const. seront des lignes de courbure planes. 
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Sur tes lignes de courbure sphériques. 

Les li<;iics de courbure cooiques (24) préseolcnt ce cas particulier des lignes 
(It; courbure sphériques dans lequel les sphères de ces courbes coupent la surface 
à tin^^les droits. 

Los h'gnes de courbure planes (26) présentent le cas dans lequel les rayons des 
sphrrcs deviennent infinis. 

iNous ol>teiions un troisième cas particulier des lignes de courbure sphériques 
tirr des (.*(| nations ('2(3), à l'aide de la perspective graphique, lorsque toutes les 
sphères de ces courbes passent par un point. En nous rappelant que dans cette 
uflinité aux courbes planes d^une surface correspondent sur Tautre surface des 
rourbes sphi'riques dont les sphères passent par le point de vue, et qu'aux lignes 
de courbure d*unc surface correspondent les lignes de courbure de Tautre surface, 
nous obtenons les équations des courbes cherchées sous la forme suivante 

. ^. \ _ Y _ Z 

où \, Y, Z désignent les coordonnées des surfaces (26) ou (27). 

Les constantes que nous aurions dû ajouter aux coordonnées X, Y, Z, pour que 
la position du point de vue puisse être arbitraire, sont contenues déjà dans la 
forme générale de ces coordonnées (2"). 

Les équations (28) seront de cette façon les équations générales des lignes de 
courbure sphériques dont les sphères passent par le môme point. 



SUR LA 



DÉFORMATION DES SURFACES DU SECOND ORDRE, 



Par K.-M. PETERSON. 



Traduit du russe par H. Edouard DAVAUX, 

Ingénieur de la Marine à Toulon (*). 



I. — Sur la déformation des surfaces en géjnéral. 

Quand deux surfaces s'appliquent Tune sur Fautre, la distance de deux points 
infiniment voisins de l'une des surfaces est égale à la distance des points corres- 
pondants de l'autre surface. 

Si les coordonnées x^y^ z et X, Y, Z des deux surfaces sont exprimées en 

fonction des deux variables p et q^ de telle sorte que les points, qui viennent en 

coïncidence dans l'application, correspondent aux mêmes valeurs àe p et de (7, on 

aura 

cfj7*H- dy^ -^ dz^ =1 d\} -\- d\^ -\- dl^ =z u dp^-\- v dp dq -f- w dq^, 

où n, v^ iv sont des fonctions des variables p et q. 
Inversement, si les éléments linéaires 



ds =:z sJdx^-\-dy*-\-dz^ et dS = sj d\^ -^ d\^ -h dT/^ 

s'expriment de la même façon au mojen des deux variables p et q^ les points des 
deux surfaces, correspondant aux mêmes valeurs de/> ex q^ peuvent être successi- 
vement amenés en coïncidence, et, si les coordonnées j:*, y, z de l'une des surfaces 

(1) Le Mémoire original intitulé : ObT) hsfubahiii iiobepxhocteh btopafo hophaka 
a paru dans le Tome X, i883 (p. 476-523) du Recueil mathématique (MATEMATUHECKiii 
CÔOPHUKl») publié par la Société mathématique de Moscou. 
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sont réelles, entre les mêmes limites des variables p et q^ que les coordonnées X, 
Y, Z de l'autre surface, les deux surfaces s'appliquent Tune sur l'autre dam toute 
leur étendue. Si la dernière condition n'est pas remplie, alors en appliquant les 
deux surfaces Tune sur Tautre, en général une partie seulement de Tune dof sur- 
faces couvre ijne partie de Tautre surface; il peut même arriver que lei parties 
réelles des deux surfaces ne coïncident pas. 

Nous appellerons toutes les surfaces, dont Télément linéaire est identique ou 
peut être rendu identique à Télément linéaire d\ine surface donnée, les Murfaces 
déformées de cette dernière. 

II. — Limites de réalité des surfaces du second ordre. 

Nous pouvons exprimer une surface du second ordre, dont les demi-aii0| sont a, 
6, c, sous la forme 

(i) :r r=:flrcos/?cos7, V 3:: 6cos/)sin7, 5=icsin/>. 

Les demi-axes a, 6, c sont des constantes données, dont les carrés a*, 6^, c^ 
sont réels entre les limites — 00 et + 00. 

(a) Si a^y b^y c^ sont positifs, les équations (1) représentent un ellipsoïde, qui 
est réel pour toutes les valeurs réelles des variables p et q de — oo à -f-00, et qui 
se compose d'un nombre infini de feuillets confondus. Le premier feuillet corres- 
pond aux limites </><-> — '^<Cq <C'^' 

(^) Si, parmi les trois carrés «', 6^, c^, Fun, par exemple c^, est négatif, les 
équations (i) représentent un hyperboloïde à une nappe, qui 'cst réel entre les 
limites —00/ </?<-!- 00/, — 00 < ^<;4-oo. En mettant dans les équations (i), ci 
et pi à la place de c et />, nous obtenons les équations de l'hyperboloïde à une 
nappe 

(2) j:=iacosh/?cos(7, v = 6cosh/>sin(7, z z=.c%\\\\\p^ 

qui ont une forme réelle pour/; et q réels; les demi-axes sont alors «r, b et ci^ 
où a, 6, c sont des quantités réelles. 

(y) Si deux des carrés a^, 6-, c^, par exemple a^ et 6^, sont négatifs, les équa- 
tions (1) représentent un hyperboloïde à deux nappes, qui est réel entre les 

limites - — oc£ </?< - 4-00/, — 00 < y < 4- 00. En mettant ai^ bi^ pi à la 

place de a, b^ p^ nous obtenons les équations de cet hyperboloïde 

(3) j: = asinliy?cos^, ^== 6sinh/?sin(7, 5=:ccosh/? 

sous une forme réelle pour/? et q réels; les demi-axes sont alors a/, bi et c. 
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(5) Si léi trois carrés a*, 6^, c^ sont loiis négatifs, les coordonnées de la sur- 
face du second ordre, que nous appellerons alors un ellipsoïde imaginaire, sont 
imaginaires pOur toutes les valeurs des variables p et q. 

Au moyen des équations générales (i) 

* = acos/?cos^, / = 6cos/?sin7, z^:zc%\tïpy 

nous obtenons IMlément linéaire 

(4) c^5*=[sinV(^*cos*^ 4- ^*sii)'^) -t-c'cos'/yjd'/?' 

2{a} ^ kl^) Siïiïp do^p ^'\ï\q cos>q dp dq -f-cos'/?(a* sin*^-l- b- co$}q)dq^. 



qui est réel pour toutes les valeurs de a-, b'^^ c-, puisqu'il existe, pour les argu- 
ments p et q^ des limites entre lesquelles la distance ds de deux points inOniment 
voisins est réelle. 

Pour nous convaincre que, pour toutes les valeurs réelles de a^, 6-, c^, il existe 
des surfaces déformées réelles, nous considérerons la surface, qui a pour équations 
les équations suivantes : 



\Jju^ -h y* =1 \Jb^ — a^ sin 7 cos/>, 
, arclang=^ n^ — =:=arctangh(cos<7), 



^ = f \Jc^ cos*p H- a* siu*/y r//?. 



La diflTérentielle de la seconde de ces trois équations, après multiplication par 
la première équation, prend la forme 

V d.v — ûcdy , 

: — • - z= a cosp aq. 

En ajoutant le carré de cette différentielle aux carrés des différentielles de la 
première et de la troisième équations^ nous obtenons un élément linéaire 
ds^ ^ dx^ -^ dy^ -\- dz^ identique à l'élément linéaire d'une surface du second 
ordre que nous avons exprimé par Téquation (4), et il en résulte que toutes les 
surfaces qui ont pour équations les équations (5) seront, pour toutes les permu- 
tations entre a, 6etc, des déformées de la surface du second ordre dont les demi- 
axes sont a, 6, c. 

(a) Si a^, b^ et c^ sont positifs, alors, par les équations (5), s'expriment sept 
déformées réelles d'ellipsoïde; toutefois, parmi ces déformées, trois seulement 
s'appliquent sur un ellipsoïde, et les autres sont des déformées en dehors des 
limites. 
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Kn cfTct, si a csl le plus pe(ii demi-axe et c le plus grand, la déformée (5) est 
réelle pour p Qi q réels, et s'applique entièrement sur Tellipsoïde 

»r =: a cosp COS7, y ^='h cosp sin 7, 5 = c sin/>, 

(|ui est généralement réel pour p et q réels. 

Kn substituant dans les équations (5), à la place de ^b^ — a* et r, d'abord 

\ r^ — a'^ et 6, puis y^c* — A^ et a, nous obtiendrons évidemment deux nouvelles 
déformées, (|ui s'appliquent entièrement sur le même ellipsoïde. En remplaçant 
dans les é(|uations (5), />, Oy 6, c par />/, 6, c, a, nous aurons les équations 



Y f* ■ 

arrtangî^ — arc tangh(cosy), 

c = / \//>* sin II'/? — rt* cosh'/? rf/>. 

En substituant dans les équations (5), - — />/, qi k p et 7, nous obtiendrons 

les équations 

\ X* -h >•' =: ^ />* — r#* sin h <y sin h/>, 

arolang— = an* tangh(cosb7), 

^ \ b^ — <ï* 

■% 

En remplaçant enfin p. 7, *î, b. dans les équatîons(5), par - — />i, - — 71, 6, «, 

nous aun>ns 

^ ,r* — ï* -1^ \ ?>* -- «I* coslw/ sînli/»« 

arolani:— =: - arc tangvsnih«y\ 



z ~ I \ r* 5iu U'p — A' cosh-/* «'/>- 

Si <». /», o dc>ig«onl n^spoclîvomoni lo plus |>oliu le moven^ le plas grand axes 
do IVUipsoulo* los HH>is >> slrmos d\Hf nations corivsjK^ndenl tous, poor /»el q réels, 
À dos doformtVs r^vUo>* «wis on dohors dos limiter d'un ellipsoïde, qai esl réel 
pour dos xAlours réollos dos i^uoions ar^umonls p ol q. Le second STStème repré- 
nouIo doux dôformtVs n^Uos. quo nous obliondix^ns on permutant b el r. Chacan 
do> doux auiros >\>lf^mos n^présoulo uuo dôfonuôo r«^Uo, 
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(P) Si a} et 6^ sont positifs, c^ négatif, en substituant, dans les équations (5), 
Cl e\ pi à cetp^ nous obtiendrons les équations 



V/j?* •+- y^ = ^b^ — a^ sin q cosli/?, 
arclang— = arctangh(cos7), 

5 = / y/c* cosh*/> -t- a* sin h*/? <i/>, 

qui, pour p et q réels, représentent une déformée, entièrement applicable sur 
rhyperboloïde à une nappe 

j:=:acosh/?cos^, / = 6cosh/>sin^, 5 = csinh/>, 

où a désigne le plus petit axe réel. 

Par les équations (5) se représenlent encore deux déformées en ^dehors des 
limites de cet hyperboloïde. 

(y) Si a^ et b'^ sont négatifs, c^ positif, en substituant, dans les équations (5), 

. . TU . 

ai, bij pi à a, 6, p, nous obtiendrons les équations 

mm 



V/j?'-4- j* = V^6* — a*sin(7sinh/?, 

y <z 

arclang— = arr, >nngh(pns<y), 

5 =: / v/c- sin li*/> -H a* cos ii*/? c(p, 

qui, pour/? et^ réels, représenlent une surface réelle, entièrement applicable sur 
rhyperboloïde à deux nappes 

œ=: asinhpcosq, y=^ bsïnhps'inqf z^=ccoshp, 

où b désigne le plus grand demi-axe imaginaire. Par les équations (5) se repré- 
sentent encore deux déformées, en dehors des limites de cet hjperboloïde. 

(S) Si a^y 6', c'^ sont négatifs, les équations (5) représentent neuf déformées 
réelles de Tellipsoïde imaginaire, lequel n'existe pas en réalité. 



TT 



En substituant, dans les équations (5), aiy bi^ ci^ pi à a, 6, c, p^ nous 

obtiendrons les équations 

^x^-hy- = v/^* — a* sin^ sin h/9, 

V Cl 

arclang— = --=z arclang h (cos 7), 



= / v^a' cosh*/^ — c^ sin h*/? dp. 



Fac. de T., 2* S., VII. lO 
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En subslituanl, dans les équations (5), 6i, ai^ ci^ - — qi^ pi à a, 6, c, ^r, ^, 



nous obtiendrons les équations 



\Jx^ 4- 7* = ^b^ — a* cos h q cos h/?, 

y 6 

arc tang^ = arctang(sinh7), 

z=z I y/c* cos h'/? — a* sinh*/? dp. 

En substituant, dans les équations (5), bi, ai^ ci^ qi^ pi k a, b, c, q, />, 

nous obtiendrons les équations 



v/j7* -h 7* = v/^* — a* sin h 7 sin hyt^, 

V b 

arc tang— = arc cotangh ( cos h^ ), 

5 zn / v'a^cosh^/? — c* sinlr/^ t//). 

Si ai, bi et ci désignent respectivement le plus petit, le moyen et le plus grand 
demi-axes de Tellipsoïde imaginaire, chacun de ces trois systèmes d^équations 
représente, pour/? et q réels, trois déformées réelles de cet ellipsoïde, que nous 

obtiendrons en remplaçant \/6=* — a- et c, d'abord par ^c'^ — a- et 6, et ensuite 

par ^c^ — b^ et a. 



III. — Détermination des points correspondants de deux surfaces applicables. 

Au mojen de l'élément linéaire donné d'une surface connue ou inconnue, nous 
pouvons déterminer le produit des rayons de courbure, lequel, comme on le sait, 
a la même valeur dans toutes les déformées de la surface. 

Si 

( I ) cis^ = u* dp' -h 2UV cos (ùdpdq -\- v^ dq^ 

ffht réiémcnt linéaire de cette surface, u, t^, lo étant des fonctions des arguments p 
lît //, alors, en désignant par P le produit des ravons de courbure et en posant 

/t)if ()u\ . . /Ou ^^ \ . . n 

(à) -, — cosci)-T- ) : u sinw = A, { ~. cosci)3- ) : vsxikù = B, 

\<)jj Oq \ôq dp 
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nous obtenons 

Si rélcmenl linéaire a la forme 
on a donc 

(4) i:P= r-r- 

V dp* 

Le produit P, comme toute fonction des arguments/? et q de la surface donnée, 
ne varie pas dans une certaine direction sur la surface et, dans la direction per- 
pendiculaire, la variation ^P, rapportée a Tare dsj atteint son maximum de valeur 

Q = max.-. 

Celle variation maximum Q esl évidemment la même dans toules les déformées 
de la surface donnée, et se détermine facilement par l'équation 

Supposons que Xy y^ z et X, Y, Z désignent les coordonnées de deux sur- 
faces; et que les coordonnées x^ y y z soient des fonctions des deux variables /> 
et qy les coordonnées X, Y, Z des fonctions des deux variables / et /. 

D'après ce qui précède, nous pouvons exprimer Télémcnt linéaire ds, le pro- 
duit P et sa variation maxima Q sur la surface Xy y y Zy au moyen de p et de ^, et 
les quantités correspondantes rfS, P«, Qi pour la surface X, Y, Z, au moyen de / 
et de t. 

Si les deux surfaces sont applicables, nous avons deux équations 

PzzzP,, Q = Qt, 

au moyen desquelles nous pouvons exprimer lel t en fonction de/? et de (jr; autre- 
ment dit, nous pouvons déterminer le point /, t de la surface X, Y, Z qui coïncide 
avec un point donné /?, q de la surface x^ y y Zy dans l'application des deux sur- 
faces l'une sur Fautre. 

Si les éléments c/S et ds sont identiques, nous appellerons la surface X, Y, Z 
une déformée de la surface Xyyy z. En exprimant en fonction de p et q les limites 
des arguments /et t^ entre lesquelles la surface X, Y, Z est réelle, et en les com- 
parant aux limites p et q entre lesquelles la surface x, y y z est également réelle, 
nous obtiendrons les portions des deux surfaces qui viennent réellement en coï'n- 
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cidence; s^ii n*j a pas de telles portions dans les deux, surfaces, elles ne s^ap- 
pliqueront pas Tune sur Tautre, mais seront des déformées en dehors des limites. 

Quand les deux surfaces s'appliquent l'une sur Tautre, c'est en général seule- 
ment d'une manière déterminée. Des positions différentes de l'une des surfaces 
sur l'autre ne sont possibles que quand les équations P = P|, Q = Q,, par 
lesquelles sont déterminés les points correspondants des deux surfaces, admettent 
plusieurs solutions, pour lesquelles les éléments linéaires restent identiques. 

Deux déformées d'une même surface de révolution se déplacent l'une suivant 
l'autre d'une manière continue; à savoir suivant les parallèles de la surface de 
révolution, quand on applique les deux déformées sur cette dernière surface. Le 
produit des rajons de courbure d'une surface de révolution ne change pas le long 
des parallèles, et les lignes de variation maximum de ce produit sont les méri- 
diens, c'est-à-dire des géodésiques. D'autre part, la variation maximum Qdu pro- 
duit P ne change pas le long des parallèles, et par conséquent dépend seulement 
de P. Il en résulte que, pour toute surface qui s'applique sur une surface de révo- 
lution, les lignes de variation maximum du produit P doivent être des géodésiques 
et que la variation maximum Q est une fonction du produit P. 

Quand nous avons deux surfaces de cette nature, les équations P = Pj, Q = Q,, 
par lesquelles se déterminent les points correspondants des deux surfaces, si elles 
sont applicables, deviennent identiques, et les points correspondants ne sont plus 
déterminés par elles. 

En prenant le produit P d'une surface quelconque, définie au moyen des argu- 
ments p et q, pour nouvel argument, et en prenant l'argument R qui ne change 
pas suivant les lignes de variation maximum, de la fonction P, nous pouvons 
mettre l'élément linéaire de la surface sous la forme 

où T désigne le maximum de variation de la fonction R, 

T = max. — -• 
ds 

Si nous mettons Télément linéaire dS^ de la seconde surface, dont les argu- 
ments sont / et /, sous la même forme 

^P* ^R* 

où P|, Qi, R|, T| sont des fonctions de /et de /, alors, pour la détermination des 
points correspondants, dans l'application des deux surfaces Tune sur l'autre, nous 
aurons quatre équations 

P = P„ Q = Q„ T=:T„ U=rl{,-hconst,, 
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dont les deux premières délerminent en général les points correspondants, la 
troisième et la quatrième exprimant la possibilité ou l'impossibilité de Papplica- 
lion des deux surfaces Tune sur l'autre. Si les deux équations P= P,, Q = Q, 
sont identiques, en général nous obtenons encore, au moyen de l'équation T = To 
une position déterminée de l'une des surfaces sur l'autre; mais si, dans les deux 
surfaces, non seulement Q ou Q«, mais aussi T ou T| dépendent de P ou P|, 
alors les équations P = P,, Q = Q, expriment seulement la possibilité de l'appli- 
cation, et les points correspondants sont déterminés à l'aide de l'équation 

R z= K, 4- const., 

c'est-à-dire avec une constante arbitraire de translation. Quand Q ne dépend 

^P I 

que de P, en désignant -tt- par dp^ rfR par dq, T par -5 nous mettons l'élément 

linéaire des deux surfaces sous la forme 

ds-=zdp^-\-v^dq^y 

et il résulte de là que les lignes ^ = const., c'est-à-dire les lignes de variation 
maximum du produit P des rayons de courbure, sont des géodésiques. Quand en 
outre T dépend de P, v est une fonction de p et, dans ce cas, les deux surfaces 
s'appliquent sur la surface de révolution 



(6) X 



= i^cosqy y = i>smq, z =J ^ i--(^-^j dp, 



pour laquelle nous obtenons l'élément linéaire 

ds^=:dp^-h v^dq*. 

Quand Q dépend de P, et quand T ne dépend pas de P^ le produit des rayons 
de courbure, que nous déduisons de l'élément linéaire 

ds^=:dp^-\-v^dq^, 

d'après l'équation (4), sous la forme 

i-P--- —, 

t^ dp^ 

doit être fonction de p. 

En intégrant l'équation — ^-^ = F/>, où F est une fonction indéterminée, nous 

obtenons 

„_ ^q{fP'^99y 

i' — 7-, 9 

J P 
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avec irois fondions arbitraires /*, ^, rL, et par suite l'élément linéaire commun 



(7) ds^=dp^^'JE^é4', 

des surfaces sur lesquelles les lignes de variation maximum du produit des rajons 
de courbure sont des géodésiques. 

Au moven de Télément linéaire (-), nous obtenons, diaprés l'équation (4)^ ce 

produit sous la forme ^-^ ^ > qui montre qu'il ne dépend en effet que de p. 



IV. — Surfaces de révolctioji et surfaces h^icoîoes. 

Une surface de révolution est représentée par les équations 
(i) j: = /pcosg, y=/ps\nq, ^ = ?P 

et nous déduirons de ces équations Télément linéaire 
(a) ds^=iu*dp^-h v^dq^^ 

où 

««=(/»»+(?»% i=/p. 

Au moven de Télément linéaire donné 

ds" — «* dp- V !•» dq^ 

d'une surface de révolution x, y\ Zn où u et r sont des fonctions de Fai^ument />, 
nous pouvons déterminer les coordonnées X, Y, Z de toutes les surfaces de révo- 
lution qui s'appliquent sur la surface donnée x, y^ z. En effet, en posant 

X = arcos-» izrarsin-, 

a a 

nous pouvons déterminer Z par Téquation 

^\' -\- f/Y* -^dZ'= ii^ dp- -h i^ dq\ 

pour une valeur arbitraire de la constante a, et nous trouvons les équations 



(3) X = arcos'A Y=:aisiu'^ ^^/y/"'-^'!^ M/*? 



■ 
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à chaque valeur de a correspond une déformée X, Y, Z; nous appellerons une 
lelle constante, constante de la déformation. 

Si la surface de révolution se compose de deux feuillets inflexibles et inexten- 
sibles, alors Tun des feuillets glisse librement surTautre. 

Uéquation de toutes les surfaces qui possèdent cette propriété est la suivante : 

(4) ^i=/Ca7*H-7»)-haarctang^; 

elle devient PéquatioD d'une surface de révolution, si la constante arbitraire a est 
égale à zéro. En eflet, l'équation (4) ne change pas, si l'on substitue A' -h arc tang — 

%JL' 
y 

à arc tang — , et 5 -f- aAr à 5, et l'on voit facilement qu'il n'j' a pas d'autre équation 

entre les coordonnées qui ne change pas pour une telle variation de position. 

Nous appellerons les surfaces représentées par l'équation (4) des surfaces 
hélicoîdes. Toute surface hélicoïde s'applique sur une surface de révolution, et à 
toute surface donnée de révolution nous pouvons, de différentes manières, donner 
la forme d'une surface hélicoïde. 

En effet, en posanl 



(5) 



X =1 U cos (^1 -f- vV Y = U sin (| -+- vV Z r= W 4- (3//, 



nous pouvons, au moyen de l'équation 

^X* -H ûTi^» 4- dD — u*' dp" -h i'^ dq\ 

résultant de l'élément donné 

ds^ — II*' dp^ -f- v^ dif 

d'une surface de révolution, déterminer toutes les fonctions inconnues U, V, W 
de l'argument p. 
Nous obtenons ainsi 



U ii=av/v^^— (i% 



V --^ 



"ij ;;Jir^i ^p> 



\i=fsJu^(^-%)-oi}^^^dp, 



OÙ 



/ = 



dp 
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En éliminant^ des équations (5), nous obtenons Téquation des surfaces liéli- 
coïdes 

Z = /(X*-h Y») + a(3 arc tang— ' 

Aux valeurs constantes de Targument p correspondent sur la surface héli- 
coïde (5) des hélices infinies qui, dans l'application de la surface hélicoïde sur la 
surface de révolution donnée, se transforment dans des parallèles fermés. 



V. — Les surfaces illimitées ('). 

Nous appellerons surface illimitée, une surface qui est égale à toute surface 
qui lui est semblable, et qui ne change pas par conséquent quand on Tagrandil. 
Nous obtiendrons Téquation générale de ces surfaces en déterminant la forme 
d'équation entre les coordonnées ar, y, z^ pour laquelle la substitution de kx^ 
ky^ kz k x^ y, z change seulement la position de la surface. 

Cette équation est la suivante 

(i) arclang^ alog5=/ — ^j-^> 

X z 

où /est une fonction arbitraire, a une constante arbitraire. La substitution de xe^y 
ye^, ze^ k x^ y, z produit une rotation autour de Taxe des Zy d'un angle a/r, 

laquelle est détruite par le remplacement de arc tang— par aAr-f- arc tang — • 

En posant 

(2) X = €''-*-'' cos( (xq -\-i^)^ 7 = e'7-^'*sin(a<7 H-i'), 5 =r e''+»*', 

où u et iv sont arbitraires, et v une fonction inconnue de l'argument />, nous 
déduisons de l'équation (i) 

(3) r = a«^H-/e*^"-^^ 

et, par conséquent, étant donnée Téqualion (i) d'une surface illimitée, nous avons 
dans les équations (2) les expressions des coordonnées j;, y^ z de cette surface en 
fonction des deux arguments p et y, avec trois fonctions w, v^ w de l'argument p. 
L'élément linéaire de la surface illimitée, que nous obtenons au moyen des 
équations (2), a la forme 

(4) ds"— e^^X^dp^-^Wdpdq H- W dq*-). 



(^) Peterson se sert de l'adjectif 6e3Mispiiiiiii que l'on peut traduire, soit par le mot illi- 
niitéy soit par le mot incommensurable ; les surfaces illimitées de Peterson sont actuelle- 
ment connues sous le nom de surfaces spirales. {Note du traducteur,) 
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OÙ U, V, W sont des fondions déterminées de rargiimcnt p^ exprimées par l'in- 
termédiaire de </, v^ w. 

Si l'élément linéaire de la forme (4) d'une surface illimitée connue ou inconnue 
nous est donné, alors, pour une valeur arbitraire de la constante a que nous dési- 
gnerons par p, nous pouvons, au moyen des fonctions données U, V, W, déter- 
miner les fonctions inconnues ;/, p, iv, et par conséquent obtenir sous la forme 

y « 1 -, a?' -+- v' 



arc lang (3 log-s =^ F 



•27 Z 



toutes les déformées illimitées de la surface illimitée donnée 



y . ^.r'-h v' 



arc lang ' a log^ == / 



%Z^ w 



P étant une constante arbitraire de déformation, à chaque valeur de laquelle cor- 
respond une déformée. 

Toute surface, obtenue par déformation d'une surface illimitée, possède celte 
propriété que nous pouvons, par une déformation, en déduire la même surface 
agrandie un nombre arbitraire de fois. 

Nous trouvons la substance d'une telle déformation, soit dans Tétendue infinie, 
soit dans les feuillets confondus de ces surfaces. 

Nous pouvons déformer toute surface en une surface illimitée, quand son élé- 
ment linéaire ds possède cette propriété que, par substitution de Ap et kq aux 
arguments p et 9, nous obtenons le même élément linéaire multiplié par une puis- 
sance quelconque k" de la constante /*, car, après substitution dans un tel élément 

1 1 

de c"fp et e"op k p et /y, nous obtenons un élément linéaire de la forme (4). 

Nous appellerons un élément linéaire qui, par la substitution de A'p ci Aq à p 
et q^ est multiplié par A", un élément homogène de degré n par rapport aux argu- 
ments p et q. Toute surface s'applique sur une surface de révolution, quand son 
élément linéaire est un élément homogène de degré zéro, car, après substitution 
de ef/p et e^^p k p et q dans un tel élément, nous obtenons un élément linéaire 
dans lequel les coefficients de dp-, dpdq^ dq^ ne dépendent que d'un argu- 
ment p^ e*f disparaissant. 

Seules les surfaces de révolution et leurs déformées ont un élément linéaire 
d'une telle forme. 



VI. — La déformation d'uae surface du second ordre a axes infinis. 

Une surface du second ordre n*est pas réelle pour toutes les valeurs de ses axes, 
mais nous avons vu, au paragraphe H, que, si nous prenons des quantités réelles 
Fac.de r , 2« S., VII. II 
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pour les carrés des axes, il existe pour toutes les valeurs de ces axes des dëformées 
réelles. Il est nécessaire toutefois de considérer encore les valeurs limites de ces 
axes. 

Le carré de chaque axe a cinq valeurs limites : +00, — oo, o et les deux égalités 
avec les carrés des autres axes, pour lesquelles la surface du second ordre, et par 
suite sa déformée, prennent des formes particulières. Pour ces valeurs limites, les 
coordonnées de la déformée peuvent devenir infinies, et alors celle déformée 
n'existe pas. Le produit des rayons de courbure, qui est en général fini, peut aussi 
devenir infini pour ces valeurs, et alors la surface du second ordre et toutes ses 
déformées s'appliquent sur un plan. Nous ne considérerons pas de (elles défor- 
mées. En excluant ces déformées, nous pouvons partager en trois groupes toutes 
les déformées correspondant aux valeurs limites des axes, selon que la surface 
donnée du second ordre a des axes : 1^ infinis; 2° égaux; ou 3° infiniment petits. 

Nous allons nous occuper du premier groupe ; nous étudierons les deux autres 
dans les trois paragraphes suivants. 

Les paraboloïdes . 

Nous appellerons paraboloïde, toute surface du second ordre ayant des axes 
infinis, quand elle a des déformées finies réelles qui ne s'appliquent pas sur un 
plan. 

Pour déduire des équations générales d'une surface du second ordre les équa- 
tions des paraboloïdes, il faut, par conséciuent, rendre les axes infinis de telle façon 
que l'élément linéaire et le produit des rayons de courbure restent finis. 

Les équations générales d'une surface du second ordre, dont les trois demi-axes 
sont ^a, yjb^ \jcy s'expriment, au moyen des arguments/? et q des lignes de cour- 
bure, de la façon suivante 

et nous en déduisons l'élément linéaire 

et le produit des rayons de courbure 

(3) P=^- 

abc 

Si les arguments/? et q sont infinis. Tordre d'infinitude des doux arguments est le 
même, sinon l'expression p — q ne dépendrait que d'un argument et, dans ce cas. 
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l'élément linéaire (2) se transformerait, d'après le paragraphe IV, en l'élément 
linéaire des surfaces de révolution. Nous considérerons ce cas, dans lequel deux 
axes doivent être égaux, dans le paragraphe suivant. 

Si nous rendons infinis un, deux ou trois des demi-axes y^a, y/6, y/c d'une sur- 

face du second ordre donnée, alors, par suite de ce que l'expression P= ^^ 

reste finie, les deux arguments /> et ^ se transforment en des infinis de même ordre, 
que nous appellerons du premier ordre. Si a, p, v désignent les ordres d'infini- 
lude des carrés a, 6, c des demi-axes, nous obtenons, en raison de ce que l'expres- 

abc ^ . 

sion — T— T reste hnie, 

a -4- (3 4- y = 4. 

En substituant, dans l'élément linéaire (2), Ây), kg, k^a^ k?b, k^c à />, y, a, 6, 
c, où k est une constante infinie du premier ordre, nous obtenons, après suppres- * 
sion de k^ au dénominateur, l'expression 

(4) (ak^-^ — p){bk?-^ — p){cky-''^p)k'^ 

qui doit être finie pour a, 6, c, p finis. 

Il en résulte qu'aucune des quantités a, ^, y ne peut être inférieure à l'unité, 
car si a •< I9 l'expression (4) prend la forme 

— /?(6A-P-»— /?)(cA-r-»— />)A-» 

et le terme — />6cAr?"*"T~' qui, pour p varial^le, ne peut se réduire avec les autres 
termes, devient infini, puisque P -{- y ]> 3, par suite de a4-p-HY = 4 et a<;i. 
Et ainsi l'expression (4) pour a<^i serait infinie. 

Il en résulte que tous les cas possibles où les axes deviennent infinis se ramènent 
aux trois cas suivants : 

(a) Deux des quantités a, p, y sont égales à l'unité; 

(b) Une de ces quantités est égale à l'unité; 

(c) Aucune d'elles n'est égale à l'unité. 

Considérons quelles formes prend l'élément linéaire (a) dans ces trois cas. 

(a) Si a = I , P = I , alors y = 2, par suite de a -|- ^ 4- y = 4. 

Nous avons désigné les demi-axes par y/a, y/6, y/c; désignons -p par u et 

y/c 

b 

-p par if. 

L'ordre d'infinitude des demi-axes y/a et y/6 est égal à - = -; le demi-axe y/c est 
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lin infini de premier ordre, puisque ^ :=i. Il en résulte que u el r sonl finis; 

nous les appellerons des paramètres. L'élément (2), après substitution de p\ c. 
q v^c, u \/c, v\'c^ p^ q^ a, é, prend dans ce cas, pour c = oc, une première forme 
finie déterminée 

(5) ds-^!^^\ ^JlfL nj!]l 1, 

où /? et ^ sont des arguments finis. 

(6) Dans le second cas, quand seulement a= 1 , nous obtenons ^^i. Y>i- 
^4- y =3, par suite de a-|- ^ -f v = 4. H en résulte que dans ce cas les demi- 
axes y/^^ yji)^ ^Q deviennent infinis, de sorte que le rapport i/t— du cube d'un 
demi-axe au produit des deux autres reste fini, puisque ^ -}- v = 3a. Nous appelle- 



rons la ligne finie déterminée 



"'=v/^ 



un paramètre. 

Dans ce cas, l'élément linéaire (2), après substitution de pa el qa à p et q, 
prend la seconde forme finie déterminée : 



(6) ds 



! — «,.« ^~^ ( /^^^' _ 2JÎ21 



-q/ pcfp^ qrtq^ \ 
4 \x—p i — qj 



(c) Dans le troisième cas, quand ni a, ni ^, ni v ne sonl égaux à Tunité, nous 
obtenons a >> i , ,3 >> 1 , v >► i , par suite de a 4- ^ -|- y = 4- Nous pouvons trans- 
former les trois demi-axes y/a, y/fr, ^c en un infini du même ordre. En dési- 
gnant ^^abc par 1/, nous concluons que Tordre de l'expression u sera 1, comme 
Tordre des arguments/? el q, et que Tordre de chacune des quantités a, 6, c sera 
supérieur à 1, savoir |. Par conséquent, en substituant up el uq à p et q^ dans 
Télémcnl linéaire (2), nous obtenons le troisième élément linéaire fini déterminé 

(7) ds^=!^{pdp-—qdt,'-). 

4 

(«) Nous appellerons les paraboloïdes du premier groupe, des paraboloïdes à 
deux paramètres. En désignant ces paramètres u et v par a et ^3, les demi-axes 
infinis ya? V ^^ V ^ P*'' ^j ^» ^ ^^ ^^ substituant, dans Télémenl (5), — q k q^ 
nous obtenons Télément linéaire de ces paraboloïdes sous la forme suivante 

^^ 4 L(«-/>)l?-/>)"^(a + 7)(?-t-y)J' 

ou a= — > ji = — sonl les deux paramètres. 
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(b) Nous appellerons les paraboloïdes du second groupe des paraboloïdes à 
un seul paramètre. Leur élément linéaire (6), après substitution de — </ à ^/, 
prend la forme 

011 y =z — est le paramètre. 

Nous obtenons un paraboloïde de ce groupe quand les axes d\inc surface du 
second ordre deviennent infinis de telle sorte que le rapport du cube d^un axe au 
produit des deux autres axes reste Oui. 

Mais nous pouvons aussi considérer ce paraboloïde comme un paraboloïde ù 
deux paramètres qui deviendraient infinis de telle sorte que le rapport du cube a^ 
d'un paramètre à Tautre paramètre ^ demeurerait fini et ce rapport fini 



oc' a* 



y' 



est égal au carré du nouveau paramètre y. 

(c) Le troisième groupe se compose d'un paraboloïde seulement. L'élément 

linéaire de ce groupe, après substitution, dans l'équation (7), de p{/2 et — Ç^'^ 
à p et (/^ prend la forme 

(10) ds*=(p'hq){pdp^'^g df ) 

et ne contient aucune ligne servant de mesure au paraboloïde correspondant. 
Nous appellerons ce paraboloïde un paraboloïde illimité, puisque l'équa- 
tion (10) exprime un élément linéaire homogène auquel, d'après le paragraphe V, 
correspondent des surfaces illimitées. 

On obtient un paraboloïde illimité quand les axes d'une surface du second 
ordre deviennent infinis du même ordre; mais nous pouvons également consi- 
dérer ce paraboloïde comme un paraboloïde à un paramètre qui devient inlini, 

a' . . . 
puisque -^ := -=-- devient infini quand «, b et c sont des infinis du même ordre. 



(a) Paraboloïdes à deux paramètres, — Si, dans les équations générales 
d'une surface du second ordre 

x==asin/>, y = bcosp^inçy zz=: ccospcosq, 
nous substituons —9 — > c — >5 à />, y, c et, si nous rendons infinis les demi- 
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axes ûr, 6, c de telle sorte que a= — , p= — restent finis, nous obtenons les 
équations générales des paraboloïdes à deux paramètres a et ^ 

(II) x — ixpy y = ?7» 2 5 ==«/?* 4- p^* 

et, par suite, IMlément linéaire 

(ia) dlj'z=a*(n-/>')rf/?*4- 2(x^pq dpdq -^ ^*{i -\-q^)dq^ 

qui, après substilulion de y/ŒE^^«) el yJ^H^^^EH à ;, et y, se 

transforme, en effet, dans l'élément linéaire (8). 

Suivant les signes des carrés a^, 6^, c^, par lesquels sont déterminés les para- 

mètres a = — et ji = — > nous avons quatre paraboloïdes à deux paramètres : 

(1) Le paraboloïde elliptique, quand c^ est positif, ainsi que a^ et 6^, quand, 
par conséquent, les paramètres sont réels et de même signe; 

(2) Le paraboloïde hyperbolique quand les paramètres sont réels, mais de 
signes contraires; 

(3) Le paraboloïde elliptique imaginaire, quand c^ est négatif, de même que a- 
et 6^, c'est-à-dire quand les paramètres sont imaginaires et de même signe; 

(4) Le paraboloïde hyperbolique imaginaire, quand les paramètres sont imagi- 
naires et de signes contraires. 

Les deux premiers paraboloïdes s'expriment par les équations (ii); les deux 
derniers n'existent pas réellement. 

La déformée de ces paraboloïdes, qui est réelle pour toutes les valeurs des 
paramètres a et ^, est représentée, par conséquent, par les équations 

œzzioL / y/i -H (i — e*)p^dp, 

(•3) j j-p/y/'-H('-^)7'^7, 

3 

d'où nous déduisons, pour une valeur arbitraire delà constante de déformation e, 
l'élément linéaire des paraboloïdes, que nous avons exprimé par Téquation (12). 
Si les paramètres sont réels, la déformée (i3) s'applique sur les paraboloïdes 
réels (11), mais ne couvre pas entièrement le paraboloïde hyperbolique ou tous 
les feuillets du paraboloïde elliptique, tandis qu'une des nappes de cette déformée, 
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correspondanl à des arguments imaginaires, n'est pas couverte par les para- 
boloïdes. 

Si les paramètres aet ^ sont imaginaires, en substituant, dans les équations (1 3), 
a/*, pij e/, pij qi a a, p, e, />, y, nous obtenons les équations 

(l4) I y^^j^yJ,-^g^(^,^L^dq, 

3 

qui, pour des valeurs réelles des lettres qui y entrent, représentent des déformées 
réelles des deux paraboloïdes imaginaires. 

Toutes les surfaces représentées par les équations (i3) et (i4) sont décrites par 
une cycloïde plus ou moins allongée, par un déplacement sans rotation. 

En faisant e= 1 dans les équations (i4)> nous obtenons la surface 



(i5) 



x=:a I ^i — 2p*dp, ^ =1 (3 / y/i — açr* dq, iz ^^ap^-h ^q-^ 



que nous considérons comme la déformée la plus simple d'un paraboloïde imagi- 
naire, elliptique ou hyperbolique, suivant que a et ^ ont le même signe ou des 
signes contraires. 

(b) Paraboloïdes à un paramètre. — Nous avons vu qu'un paraboloïde à 

deux paramètres a et ^ se transforme en un paraboloïde à un paramètre y quand 

. a' 

ses paramètres deviennent infinis pour un rapport fini -^ = y^. 

Parmi les déformées (i3) du premier paraboloïde se trouvent des déformées 
du second paraboloïde comme cas particulier. En effet, en substituant, dans les 

équations (i3), 3-^> (^■ + 0'^ "ir' ^^ ^ Pi Çf ^9 22, en remplaçant^ 

a' 
par —^ et en rendant a infini, nous obtenons les équations 

(16) j: = yj)/i^e''p*dp, } =y j y '^9 — ^^dq, 2 z = y (^ep^ -- ^j 

qui, sous une forme finie, pour une valeur arbitraire de la constante de déforma- 
tion €y représentent des déformées du paraboloïde à un paramètre y= V/ "ft"' 
I/élémenl linéaire 

(17) ds^=:y^{dp*— 2pdpdq -^ iq dq^) 
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que nous déduisons des équations (i6) ne dépend pas, en effet, de e et se change 
en Télément linéaire des paraboloïdes du second groupe, que nous avons exprime 

par Téquation (9), après substitution de ^(i — /?) (1 -j- gr) à /> et de à q. 

Suivant le signe de y^, nous avons deux paraboloïdes à un paramètre y qui, 
lous deux, n'existent réellemenl pas comme surface du second ordre : 

(1) Un paraboloïdc à un paramètre réel; 

(2) Un paraboloïde à paramètre imaginaire. 

Les déformées du premier paraboloïde sont représentées par les équations (16); 
en y substituant yi, ei, /?/, — î' à y, e, />, 7, nous obtenons les déformées du 
second paraboloïde 



(18) 



= yj\'^-^^pdp, y — yjUiq-^ ~dq, iz — y\ep^-\- ^j 



sous une forme réelle, pour p^ q^ y, e réels et, par suite, l'élément linéaire 
(19) ds*^=y^(dp^-\- 2pdpdq 4- '^q dq^). 

Kn égalant dans les équations (16) et (18), v et e à Tunité et en substituant 
(7^4-1, 2^ di I à 2çr, 2^, nous obtenons la déformée la plus simple des deux 

paraboloïdes à paramètre i ou \/ — 1 



(.0) 



.r = j )/i—p*dp, ^>'=^"' 2c=:/?'qi7 



Le signe — , dans l'expression p'^zç q-, correspond au paramètre réel; le signe -+- 
au paramètre imaginaire. 

Les deux paraboloïdes sont décrits par une cycloïde, par un déplacement sans 
roi a lion. 

(c) Paraboloïde illimité, — Nous pouvons considérer un paraboloïde illimité 
comme une surface du second ordre, dont les axes deviendraient infinis du même 
ordre, ou commç un paraboloïde à paramètre infini. 

Son élément linéaire (10) 

ds^^z (p 4- q){pdp^— q dq^) 

a la forme homog«'*ne et, par suite, d'après le paragraphe V, nous pouvons 
trouver toutes les déformées illimitées de ce paraboloïde. Mais, comme ces défor- 
mées sont assez compliquées, nous prendrons la déformée suivante, comme étant 
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la plus simple, 

, , t sin/ 

orn: CCS ^ CCS h / H i— ,> 

ces h/ 

(21) < y =: sin/ CCS h/ r—f» 

sinh/cosh/— / , 
:; =: h r lansrh/. 

Si, dans l^éléraent linéaire que nous en déduisons, nous remplaçons l cl t par /> 
el <7, au moven des équations 

sinh'/-4- t^^izp -^q^ ^lan^h/ = /? — 7, 

nous obtenons Télément linéaire 

ds^ = {p -^ (j) { p dp^ -{- q dq^ ). 

Nous considérerons plus loin l'équation de toutes les déformées de ce parH- 
holoïde. 



Vil. — Les déformées des surfaces du second ordre a deux axes égaux. 

# 

Une surface du second ordre, dont deux axes sont égaux entre eux, a la forme 
d'une surface de révolution; mais ses déformées se divisent en deux groupes 
dont l'un seulement possède les propriétés par lesquelles, d'après le paragraphe IH, 
se distinguent toutes les déformées d'une surface de révolution donnée. Celte divi- 
sion provient de ce que l'élément linéaire d'une surface du second ordre prend 
deux formes limites, quand la différence des deux axes devient nulle. En efl'et, si 
nous exprimons les équations d'une surface du second ordre, dont les demi-axes 

sont \/a^ \fb^ \Jc^ où a <ib <ic^ au moyen des arguments p el q des lignes de 
courbure [voir § VI, équat. (1)], cette surface n'est réelle qu'entre les limites 
a<Cq <i b, b <ip <C c, c'est-à-dire quand un argument est compris enlre les deux 
plus petits carrés des demi-axes, l'autre, enlre les deux plus grands. Mais l'élé- 
ment linéaire 

' 4 l(a-p){b-,j){c-p) (a-q)(b-q)(c-g)_\ 

a aussi une forme réelle pour les autres valeurs de ces arguments. Quand, par 
conséquent, la différence (a — b) de deux demi-axes devient nulle, toute surface 
réelle correspond seulement à une valeur constante a de l'argument ^, puisr|ue 
a <^q <C b, 

Fac. de T., a- S., VII. I 2 
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En substituant dans l'élément linéaire (i) 

1' h-+- a b — a 
C0S2 7, a a y 
2 2 

c -^ a c — a 
C0S2/?, a Py 

2 2 / • / 

et en égalant a — 6 à zéro, nous obtenons l'élément linéaire fini 
(3) ds*'=:(a sin'/?,-l- cç.o%'^p^)dp\-\- acos/?| d(j\y 

où le nouvel argument q^ correspond, pour toutes ses valeurs, à une valeur 

,,, «Il !•• ,6-h« b — a 
constante a de i argument y, par suite delà substitution de cos2y, 

à y, puisque b — a = o. Il en résulte que, pour toutes les valeurs de /?i et ^i, 
Téquatioii (!^) exprime Télément linéaire d'une surface donnée, dans toute 
retendue de celte surface. 

J/élément linéaire (3), d'après le paragraphe III, est l'élément linéaire des sur- 
faces de révolution, et nous pouvons le déduire directement des équations des 
surfaces de révolution du second ordre, 

a:=: y/a cos/>i cos7i, y =r y/a cos/>| siiiyt, z^=z\Jc%\x\px* 

Nous pouvons nommer toutes les surfaces correspondant à cet élément linéaire, 
dos déformées d'une surface de révolution du second ordre donnée. Elles se dé- 
forment dans des surfaces de révolution. 

Mais l'élément linéaire général (i) des surfaces du second ordre, pour a = 6, 
après substitution de — y à y, prend la forme 

{\^ ds^= ^"^^ [__pj!p!__ . y ^7' 1 

qui est réelle, non seulement pour — q = a, mais aussi pour q variable, et nous 
pouvons nommer toutes les surfaces correspondant à cet élément linéaire (4), 
d'après son origine, des déformées d'une surface du second ordre à deux axes 
égaux. Elles ne se déforment pas dans des surfaces de révolution, parce que, en 
déterminant P et Q, d'après le paragraphe 111, -au moyen de l'élément linéaire (4), 
nous voyons que Q n'est pas une fonction de P. Nous ne pouvons pas, par consé- 
quent, considérer les surfaces de ce groupe, comme des déformées en dehors des 
limites des surfaces du premier groupe. Toute portion de surface du premier 
groupe correspond à une valeur constante a de l'argument q, et à celle valeur 
correspond, sur une surface du second groupe, seulement la courbe q=ia^ qui 
toutefois se trouve à l'infini. 
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Si nous appliquons la surface donnée sur une des surfaces du premier groupe, 
les portions réelles des deux surfaces coïncident, ou se renconlrenl suivant une 
courbe, ou ne coïncident pas. 

Mais, si nous appliquons la surface donnée sur des surfaces du second groupe, 
en considérant Tune et Tautre surfaces comme des surfaces limites^ alors, quand 
a — b tend vers zéro, toute portion de la surface donnée se contracte en une 
courbe y = a de l'autre surface, et, avec elle, s'éloigne à Tinfini. 

Toute déformée d'une surface du second ordre, dont les deux axes sont égaux, 
appartient au premier ou au second groupe, c'est-à-dire se déforme ou ne se dé- 
forme pas en une surface de révolution. 

Nous pouvons considérer un paraboloïde illimité comme une surface du second 
ordre a trois axes égaux, parce qu'il se forme toujours, quand les trois axes de la 
surface du second ordre deviennent infinis du même ordre. Toutes ses déformées 
appartiennent au second groupe, car, d'après le paragraphe III, de l'élément 
linéaire (lo) résulte qu'elles ne se déforment pas en des surfaces de révolution. 

Nous pouvons considérer le paraboloïde à un paramètre v = i / — comme une 

surface du second ordre avec deux demi-axes infinis égaux, \/b = ^. Ses défor- 
mées appartiennent aussi au second groupe et ne se déforment pas en des surfaces 
de révolution. 

IL 

Le paraboloïde à deux paramètres a = -— , ^ = -7- a deux axes égaux, quand 

ces deux paramètres sont égaux entre eux (y'a = y/6, quand a = p). Ses défor- 
mées appartiennent aux deux groupes. 

En effet, en substituant dans l'élément linéaire (3), -/—> -^ à /?|, (/i, en 

posant a^=a^^ et' en rendant c infini, nous obtenons son premier élément 
linéaire, 

(5) às^=:a^[(i-^p^)c/p^^q^ciq']. 

Les surfaces correspondant à cet élément se déforment, d'après le paragraphe III, 
en des surfaces de révolution, et nous les appellerons des déformées d'un para- 
boloïde de révolution. 

En substituant, dans l'élément linéaire (4), ap elaqk peiq, et en posant — =a'-, 

nous obtenons son second élément linéaire 

4 L(/'-')' (7-t-')'J 

Les surfaces correspondant à cet élémenl ne se déforment pas en des surfaces 



9^ K.-M. PETERSOX. 

de révolution, et nous les appellerons des déformées dUin paraboloïde à deux 
paramètres égaux. 

Dans le paragraphe II, nous avons vu que par les équations (5) : 

V^a:*-h7*=: v^^'— a^sin^ cos/>, 

y G, 

arclang- = arc tangh(cos7), 

(7) i "^ v^* — ^* 



z=z I ^c* cos^p -+- a} sin*/> dp 



est représentée une déformée d'une surface du siecond ordre de la forme générale 
(8) Jî =1 acos/?cosçr, yz=ibco%ps\ï\q^ s = csin/? 

oii a^ bj c sont les demi-axes de la surface. 

Quand, pour p el q finis, nous égalons à o la différence de deux axes, alors, 
par les équations (8) est représentée une surface de révolution, par conséquent, 
par les équations (-) une déformée du premier groupe. Nous avons deux telles 
déformées. En égalant c — 6 à o, nous obtenons la première déformée d'une sur- 
face générale de révolution du second ordre: en égalant c — a à o, nous obtenons 
la deuxième. Celte deuxième déformée s'exprime sans fonctions elliptiques, car la 
troisième des équations (7) prend la forme z=. ap. 

Déformées d\ine surface du second ordre à deux axes égaux. 

Les déformées, exprimées par les équations (^) pour c — 6 = o et pour c — a = o, 
se déforment en des surfaces de révolution; mais nous pouvons égaler b — a à o 
dans les équations (7) seulement pour q infini, savoir^ en substituant 



{'^""^^fêh)' ' ^' 



Les équations (7) prennent alors la forme 



. V *r* -h j* =: aie^ cos/>, 
(9) ; arclang^=e-^ 



^=^ j V c* cos*/> H- a* sin*/> dp 



et représentent la troisième déformée de la surface générale du second ordre, dont 
deux axes sont égaux ; mais celle déformée appartient au second groupe, car nous 
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pouvons voir, d'après le paragraphe I]I, qu'elle ne se déforme pas en des surfaces 
de révolulion. 

Nous prendrons celle déformée, si elle esl réelle, pour la déformée la plus 
simple d'une surface du second ordre à deux axes égaux. 

(1) Si a el c sonl réels, en subsliluanl pi à p dans les équalions (9), nous 

oblcnons la déformée la plus simple 



^œ- -h y^ = aei sin h/>, 
(10) <' arclangi=:e-'/, 



4; =: / y/c* sin h*/> — a* cos h*/> dp 



d'un ellipsoïde réel à deux axes égaux. 

(2) Si a el c sonl imaginaires, en subsliluanl ai el pi à a el p dans les équa- 
lions (9), nous oblenons la déformée la plus simple 

(,,) ^' arc lang-^ =<?-'/, 



5=1 v/c- cos h*/? — a' sin h*p dp 



d\in ellipsoïde imaginaire à deux axes égaux. 

(3) Si a esl imaginaire, c réel, en subsliluanl ai à a, dans les équalions (9), 
nous oblenons la déformée la plus simple 



V^J?^ -h V- m ae^ cos/>, 
(,2) ;arclangJ = ..-7, 



c = / v^c* cos'/> — o* sin*// <y/> 



d'un h^perbploïde à deux axes imaginaires égaux. 

(4) Si a esl réel, c imaginaire, les équalions (9) ne prennenl pas une forme 
réelle el nous n'oblenons pas de déformée d'un hyperboloïde à deux axes réels 
égaux. 

Au second groupe de déformées d'une surface du second ordre donl deux axes 
sonl égaux, apparliennenl encore les déformées d'un paraboloïde illimilé, des 
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paraboloïdes à un paramètre el des deux paraboloïdes à deux paramèlres égaux. 
Nous avons déjà exprimé au paragraphe VI les déformées les plus simples des trois 
premiers paraboloïdes, par les équations (20) et (21). 

Nous obtenons les déformées les plus simples des paraboloïdes à paramètres 

égaux a = — > a= — > au moyen des équations (9), en substituant à p et 

en rendant a et c infinis, de telle sorte que le rapport a = — reste fini. Les éqiia- 
tions (9) prennent alors la forme 



v/x* 4- r* = (xie*fpy 
(.3) ;arcung^=e-». 



z^=a I yjp^-^ I dp. 



(o) Si a est réel, en substituant pi à /?, nous obtenons la déformée la plui 
simple 

y/j7^ -h /* = OLe^p^ 

(.4) ; arc tang J = e-». 



zr^a j ^p^ — I flf/> 



d^un paruboloïde à deux paramètres réels égaux. 

(6) Si a est imaginaire, nous n'obtenons pas de déformée réelle d'un parabo- 
loïde à deux paramètres imaginaires égaux. 

Nous donnerons plus loin les déformées les plus simples d'un hvperboloïde 
à deux axes réels égaux et d'un paraboloïde à deux axes imaginaires égaux. 



Déformées d'une surface de révolution du second ordre, 

Des équations d'une surface de révolution du second ordre 

xzz: acos/>cos<7, j^=: «cos/>sin<7, 5z=csin/>, 

nous déduisons l'élément linéaire 

ds^z=i{a'^ sin'/> -h c^ cos*p)dp^-h a^ cos^ pd(/^ 
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tourne autour de l'axe des x^ ont encore un ellipsoïde réel sous la forme 

'^*-H r*= («* — c*)cos*( - ) 

et un hjperholoïde à une nappe sous la forme 

x^-\- y'^zzi (^'+ c') cosh*( - )• 



Vin. — Les déformées d'ujne surface du second ordre a trois axes égaux. 

\}n^ surface du second ordre, dont tous les a'xes sont égaux, devient une sphère, 
quand ces axes sont réels. 

Une surface du second ordre, dont les équations sont exprimées au moyen des 
arguments des lignes de courbure/? et q (voir § VI, éq. i) est réelle entre les 
limites a <^q <Z bj b <Cp <,c. Il en résulte que toute la sphère, pour laquelle 
a z= h z= c, correspond seulement à une valeur constante a des deux arguments /> 
et q. 

Quand les deux demi-axes y/a et y/6 sont égaux entre eux, alors, au moyen de 
Télément linéaire général 

(,) cis^^ /^ + ^/ r !L^ 1^ 1 

4 l(a-p){b-'P)(c-'p) {a--q)(b-q)(c-^q)y 

après substitution de 

i' b -\- a b - a 
—^ ^C0S2^t a 7, 

(2) 

c -^ a c — a 
C0S2/?, a p, 

2 2 ni 

nous avons obtenu au paragraphe VII l'élément linéaire 

(3) ^^*=(«sin*/?i-f- bco^^px)dp\-\- «cos^/?, dq\ 

des surfaces de révolution du second ordre. 

En égalant b — a à zéro, nous obtenons, par suite, l'élément linéaire 

(4) ds^=. a(dp\-\- cospi dq\) 

d'une surface du second ordre, dont tous les axes sont égaux. Les arguments p% 
et ^/i, par suite des équations (2), correspondent, pour toutes leurs valeurs, à une 
valeur constante a des deux arguments/? et gr, puisque b — a = o, c — a = o. Il 
en résulte que l'équation (4) exprime l'élément linéaire de la sphère dans toute 
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carré des axes, cliacun de ces iroi» groupes se partage a nouveau en deux groupes. 
En outre, rélémenl linéaire de chaque groupe peut prendre différentes formes 
réelles entre différentes limites, mais les surfaces correspondant à de telles formes 
différentes sont des déformées en dehors des limites d'une même surface. 



(1) Déformées d^une sphère réelle, — Les surfaces de révolution qui, d'a[)rès 
le paragraphe IV, correspondent à Télément linéaire de la sphère 

( 4 ) ds^ — a^ ( cÇ/Q* -+- cos V dq- ) 

sont représentées par les équations suivantes : 

(7) J7 = aacosjDCOS-, j^z aacos/> sin— > z =z a 1 )/ 1 — <x^ siti^ p dp. 

Elles s^appliquent entièrement sur la sphère 

x = or cos/? C0S7, / = rt cos/?sin<7, z =:za ii'inp, 

mais ne couvrent pas deux segments de cette dernière si a ]> i . 

(2) Déformées d'une sphère imaginaire. — L'élément linéaire d'une sphèrr 
imaginaire, dont les trois axes sont ai, ai et ai^ a trois formes réelles que nous 
obtenons au moyen de l'équation (4) : 

(i) ds-=a^dp^^e'f'dq'-), 

après substitution d»» ai, (/?-hA')t, iqe'^ à a, /?, <7, où Â=x; 
( 2 ) ds- =z or* ( dp* -h cos h^p df/* ) , 

après substitution de ai, pi, qi à a, p el q dans l'équation (4); 
(3) ds*zizii*(dp--^ii\nh*pdq*), 

après substitution de ai, -^ — pi k a cl p dans l'équation (4). 

A ces trois éléments linéaires correspondent, d'après le paragraphe IV, trois 
gioupes de surfaces de révolution. 
Les équations du premier groupe 

ûc = otaef'cos-, y = (xaeP s\i\-i z =z a i \' \ — â}ë^' dp, ds'=ia'^(ffp--\-c'f* dq-) 
représentent cependant, pour toutes les valeurs de la constante de déformation a, 
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une même siirlace qui, a|)rès siibslilution de ;-j — et ay à eP et y, prend la 

forme 

(8) x= p-^> y— r-^î ;; — «(/> — ianglj/>). 

cosh/? ' cosh/? ^ 

iNous prendrons cette surface pour la déformée la plus simple d'une sphère ima- 
ginaire. 
Les surfaces de révolution du deuxième et du troisième groupes 

.r =1 aa cosh/>cos > x ^r. aa sinh/>cos -> 

oc oe 

r = aor coshp sin -> y =z aa sinlip sin - > 

z ^i^a / y/i — a' sinli*/>^/>, ^ = a f ^^ — a* cosh*/>d/>, 

ris-=z a'{d/)^-^ cosh^ pdq*), ds^=z a^{ dp- -h s'in h* p dq^), 

sont non seulement des déformées en dehors des limites de la déformée la plus 
simple, mais s'appliquent réellement Tune sur l'autre, et sur la déformée la plus 
simple, de différentes manières. Pour la détermination des points correspondants, 
nous avons les équations suivantes : 

l/élément linéaire de la déformée la plus simple 

du^-^e-''dv* 
se transforme, après substitution de 



log[sinh/? -f- cosh/y cosh((y 4- (3)] à 1/, 

cosh/?sinh(y -h (3) 
sinh/? -+- cosh/>cosh(7 -+- (3) ' * * 

en l'élément linéaire du second groupe 

ds* z=L dp^ -h cos h'/? dq^, 
et, après substitution de 

log[cosh/? -h sinh/>cos(y -+- (3)] à //, 
coshpsin(^ -+- (3) 



cosh)L> H" sin h/? cos (y -f- (3) 



-f- y ai' 



> 
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en réléiiienl linéaire du troisième groupe 

ds^=dp^-h si n h*/? 6^7*. 

Par là nous pouvons, pour des valeurs arbitraires des deux constantes fi et y des 
déplacements, déterminer le point ;/, v de la déformée la plus simple, qui corres- 
pond à un point quelconque p, q d'une déformée quelconque. 

(3) Déformées d^ une surface de révolution du second ordre à trois denii^ 
axes réels égaux a, a, a, — Nous obtenons Télément linéaire de ces déformées 
au moyen de Féquation (5), après substitution de a^ à a, sous la forme 



(9) 



ds^=: a^{E!--l dfj^-^p^ dç\ 



Les surfaces de révolution qui, d'après le paragraphe IV, correspondent à cel 

élément linéaire, après substitution de — == > aq k p et q^ prennent la 

y/i — a* cos/> 

forme 

(10) xzzzb ^, Y^o -j z = a( {ans p^p), 

où />= -- — ^^ est une constante de déformation. 
V^ — a* 

Nous obtenons la plus simple de ces déformées, pour a = â /I9 sous la forme 

V 2 

(11) x:=a -9 Y=za — —9 z=:a({ansp — p). 

( i) Déformées d^ une surface de ré\'olution du second ordre à trois demi- 
axes imaginaires égaux ai, ai, ai. — Nous obtenons l'élément linéaire réel de 
ces déformées, après substitution de ai^ pi à a, p, dans Télément linéaire (9), sons 
la forme 

(12) ds^=a^( ^ dp^ 4- p^ dq-y 

Les surfaces de révolution qui, d'après le paragraphe IV, correspondent à cet 

élément linéaire, après substitution de -t=^ et a<jr -a p et y, prennent la 

yi — a* sinh/? 

forme 

, ^, , C0S7 , sin</ , , 

(i3) x—b . , i Y^=o . ' > c = a(cotli/>-f-/>)^ 

' sinhp "^ s\\\\\p ^ r r i^ 

CL CL 

OÙ 6= ^ est une constante de déformation, 

v/i — a* 
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La déformée la plus simple s^oblient, pour a= i, sous la forme 
(i4) Jcz=apcosq^ jzz:«/>siny, sz^alogp, 

ou, par élimination des arguments, sous la forme 



z = logv^.r=»-+-y*. 
Nous appellerons cetle surface une sur/ace de réi^olution logarithmique, 

(o) Déformées d'une surface du second ordre à trois axes imaginaires 
égaux. — Nous obtenons la déformée la plus simple d'une surface du second 
ordre à trois demi-axes imaginaires égaux ai^ ai, ai, au moj^en des équations [(i i)« 
§ 7] d\in ellipsoïde imaginaire à deux axes égaux, en égalant à zéro c — a, sous 
la forme suivante : 

(i5) ^X' -+- V* — a e'' cos h/?, arc lang— =re-'/, z^izap, 

ou, après élimination des ar<;uments, et pour a = i , sous la forme 

arc lang — •v/^*~+"^*^= cosli^. 

X 

(6) Les déformées d'une surface du second ordre à trois axes réels égaux cor- 
respondent «i Télémcnt linéaire que nous avons exprimé par Téquation (6) et au- 
quel se ramène l'élément linéaire (i5) du groupe précédent. 

Nous obtiendrons, au paragrajdie X, la déformée la plus simple de ce groupe. 



IX. — Lus nÉFOIlMtlES DES SUllFACKS DU SECOND OIIDRE 

A AXES INFlJXniEIVT PETITS. 

Une surface du second ordre 
(i) a: = acos/?cos7, y = ô cospsin^, 3 = csin/?, 

dont les demi-axes sont a, 6, c, se transforme, pour toutes les valeurs finies des 
arguments : 

(1) Dans un plan, si nous égalons un axe à zéro; 

(2) En une ligne droite, si nous égalons deux axes à zéro; 

(3) En un point, si nous égalons les trois axes à zéro. 

Il en résulte que, s'il existe des déformées de surface du second ordre à axes 
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nuls, ne s'appli(|itant pas sur un plan, ces déformées doivent correspondre à des 
valeurs infinies de l'un au moins des arguments. 
Pour des axes infiniment petits, l'élément linéaire 

(2) f/s'= )sU\^p[a^-h (6'— rt^) sin*7] -h c^ cos*/?! dp^ 

-h 2(a'— ù^) sin p cos p s'\n q cos q dp dq -+- cos'/>[a--h (6*— a*) cos*^]c/^*, 

que nous obtenons au moven des équations (i), doit prendre une forme finie 
délcrmlnée, et le produit des rayons de courbure qu'on en déduit, doit être fini. 
Les fonctions tri<;onomélriques d'un argument infini deviennent indéterminées. 
Par conséquent, dans l'élément linéaire (2), les fonctions trigonométriques d'au 
moins un argument doivent disparaître avant que les axes deviennent nuls. Ceci 
ne peut évidemment avoir lieu que quand a^ — 6' = o, et, dans ce cas, l'élé- 
ment (2) prend la forme 

(3) ds-i=z (a^ sin'^p -f- c* cos^p)dp^-h a^ co^* pdq-, 

qui ne contient pas de fonctions trigonométriques de l'argument q, A cet élément 
linéaire correspondent des surfaces de révolution. 

En égalant c à zéro, nous obtiendrons l'élément linéaire d'un plan. En laissant 
ce cas de coté, et en égalant a à zéro, nous obtenons, après substitution dans (2) 

deî -- à AT, l'élément linéaire fini et déterminé 
a * 

( 4 ) ds'z=ic^ COS^ p ( dp^ -h dq^ ) 

d'une surface du second ordre, dont deux demi-axes sont égaux à zéro, et le troi- 
sième demi-axe este. 

Le produit des rayons de courbure 

c* cos'/.» 

que nous en déduisons, d'après le paragraphe VII, est, en effet, fini. 

Le demi-axe c, qui entre dans l'élément linéaire (4)? ne peut être nul; mais son 
carré peut être : 

(a) inférieur à zéro, (^) supérieur à zéro, (y) infini; c'est pourquoi les défor- 
mées d'une surface du second ordre avec axes infiniment petits se partagent en 
trois groupes de caténoïdes. 

(a) Si c^ est inférieur à zéro, en substituant ci, pi, qi à c, p, q dans (4), nous 
obtenons l'élément linéaire 

(5) ds^z=: c' cosh* p (dp- -h dq^) 



I 

i 
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d'une surface du second ordre dont les Irois demi-axes sont o, o, cL Parmi loules 
les surfaces de révolution qu'on en déduit, d'après l'équation (3) du paragraphe III, 
on dislingue la surface 

(6) j?:= ccosh/? cos^, y = ccosh/; sin^, z=zc/j, 

que nous appellerons caténotde, parce qu'elle est engendrée par une chaînette 
j;= ccoshyy, z = cp, (pii tourne autour de l'axe des z. 

Nous nommerons toutes les surfaces correspondant à l'élément linéaire (5) 
des déformées d'une caténoïde dont le paramètre est c, ou des déformées d'une 
surface du second ordre dont les trois demi-axes sont o, o, ci. 

(p) Si c^ est supérieur à zéro, alors, outre l'élément linéaire (4), nous en dé- 

duisons, après substitution de pi, qi à la place de p et gr, encore un second 

élément linéaire de forme réelle, 

(7) ds' — c'' sin hV(^/?*-H dq-). 

Les deux séries de surfaces de révolution que nous obtenons, d'après le para- 
graphe IX, au moyen des éléments linéaires (4) et (6), sont des déformées en de- 
hors des limites. 

Nous appellerons toutes les déformées de ce groupe, des déformées de la caté- 
noïde imaginaire (7) dont le paramètre est ci^ ou des déformées d'une surface du 
second ordre dont les demi-axes sont o, o, c. 

Nous obtenons la déformée la plus simple de ce groupe, de l'élément linéaire ( ^ ), 
d'après le paragraphe IV, pour a = 1, sous la forme suivante 



X 



=: ccos/?cos7, r z= ccos/? sin^, z =zc j ^cos2pdp. 



(y) Si, dans l'élément linéaire (4), c-=:oo, en substituant -^ et -4 à/? et 

q^ nous obtenons l'élément linéaire homogène 

(8) ds'=:p^(dp^-hdq^), 

auquel, d'après le paragraphe V, correspondent des surfaces illimitées et leurs 
déformées. 

Nous appellerons toutes les surfaces correspondant à cet élément linéaire (8) 
des déformées de caténoïde illimitée, ou des déformées d'une surface du second 
ordre dont les demi-axes sont o, o, oc. 

Nous obtenons, d'après le paragraphe V, toutes les déformées illimitées de ce 
groupe; leurs équations sont assez compliquées. 
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Toutes les surfaces de révolution de ce groupe, que nous obtenons d'après \e 
paragraphe IV, forment une même surface à échelle arbitraire. Les équations de 
cetïe surface 

.T =z (xp cos - > V = a/? sin ~ > ^ ^^ / ^P^ — ** ^P* 

après substitution de acosh/>, 7.q kp et q^ prennent la forme 

(9) j!T = a*coshy3COS<7, y^= a-sinhy^^sin^, 25 = a*(sînhpcoshy3 — p) 

où a est une constante arbitraire de déformation. Nous prendrons cette surface (9) 
pour la déformée la plus simple d'une caténoïde illimitée. 



X. — Les d^.formées d'uhe surface du second ordre réelle 

POUR toutes les valeurs des axes. 

Si la surface est représentée par les équations 
(i) X'=.um^ yrrzuny 5 = i% 

où // et i* sont des fonctions arbitraires de l'argument />, m et n des fonctions 
arbitraires de l'autre argument q^ nous obtenons, pour élément linéaire de cette 
surface, 

(2) ds^z=.{m}-ir n}){u''-\- i>'^) dp- -h 2{mmi -^ nn^) uu' dp dq -h ii-(m\f-n\)dp^^ 



où 



, du , dv dm dn 

Si, par les équations 

(3) M»-+-N«=:/w»-h/i«— a, M;-+-Nî=im;-h/iî, 

nous déterminons deux nouvelles fonctions M et N de l'argument y, où a est une 
constante, et par l'équation 

(4) \'^=v'^^au'^ 

une nouvelle fonction V de l'argument p, alors, après substitution des fonc- 
tions M, N, V à m, n, v, dans l'équation (2), nous obtenons le même élément li- 
néaire, dans lequel a a disparu. 
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Il en résulte que, parles équations 
(5) X=wM, Y = wN, Z = V, 

s'exprime une surface qui, pour toutes les valeurs de la constante de la déforma- 
tion a, s'applique sur la surface donnée x^y^ z. 

En déterminant V, M et N au moyen des équations (3) et (4), nous obtenons 

V = / ^v'* — a «'* dpy M = /*coscp, N^/sino, 
où 

/•=:V^//l*-|-/2«-|-a, 9—1 ■ -, ; ■ -dfj. 

^ J m* -+- /i^ -+- a ' 

En faisant, dans les équations données (i), 

wrucosp, çz=:csmp; m=: acosq^ n=: b sinqj 

nous obtenons les équations d'une surface générale du second ordre 

:r = a cos/> cos 7, y=:bcosps\ngy zz=csinpf 

et, par suite, sa déformée 

X=^ rcos9COsp, Y = /sincpcos/?, Z= / v^c* cos*/? — a sin */> ^P> 

/-z ; — . , , . ^ ; — fs/a^ù^-h ci(a*s\n^f/ -h />*cnsV/) . 

^ ^ ' J C cos*7 4- ^^sin'^y -h a ' 

En posant a = — a^ dans l'équation (7), nous obtenons la déformée que nous 
avons exprimée au paragraphe II par les équations (5), ou au paragraphe VII par 
les équations (7). 

En égalant à zéro a — b pour je? et q finis, nous obtenons des déformées d'une 
surface de révolution du second ordre. 

En égalant à zéro a — 6, après substitution de ( ^ 4- log — ) t à </, a- (a — 1) 

V s/a^-b'J 

à a, nous obtenons les déformées 

X=:/*cos9COS/?, Y=:/sin(pcos/), 7j=z I >Jc*cos*p — a*{(x—'i)s\n^pdpy 

(S){ 

r=:as/aTe^9^ 9= J ^ ^_^^,^ d.j 

de toutes les surfaces du second ordre à deux demi-axes égaux finis a=z b. 
Fac, de T,, a« S., YII. l4 
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Kn siibsliluant, dans les équations (8), ^ à /> el en rendant a cl c infinis, 



a» 



de telle sorte que le rapport — = y reste fini, nous obtenons les déformées 
1 X^y/>/C0S9, Y = •//>/• sin 9, Z = y / v^/>'+i — arfyo, 



/•:= y « f- e'i 






de tous les paraboloïdes à deux paramètres égaux y = — , y = — • 

En égalant a à zéro, et en substituant — e^f a e^^ dans les équations (8) et (9), 
nous obtenons les déformées que nous avons exprimées par les équations (9) et 
(i3) au paragraphe VU, et par les équations (i4) a" paragraphe VII. Au moyen 
de ces équations, nous avons obtenu les déformées les plus simples de toutes les 
surfaces du second ordre à deux axes égaux, en laissant de côté les trois surfaces 
qui, pour a = o, deviennent imaginaires. Les déformées réelles de ces trois sur- 
faces sont les suivantes : 



(1) En égalant à zéro c — a dans les équations (8), nous obtenons des déformées 
réelles d^une surface du second ordre à trois axes réels égaux 

X =1 /•C0S9 cos/?, Y = r sin9 cos/>, Z=:a / y/i — a*sin*/?c(/w, 

(10) { 

(!2) En substituant pi et ci à /j et a dans les équations (8), nous obtenons des 
déformées d'hyperboloïde à deux axes réels égaux 

X ~ rcoscp cosh/>, 
Y = /• sincpcosh/t^, 



Z ~ I v^c*cosh*/? — (2- (a — i)^\i\h^pcip, 



y-^ r — ]^ 



,.-^..^^... ^_ . .. -,)e^v--a 



e*v 



ÇA) Nous obtenons, au mo)'en des équations (9), des déformées réelles d'un pa- 
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raboloïde à deux paramètres imaginaires égaux y«» seulement pour q infini, après 
substitution de qi — oc , pi^ a', yi à y, /?,.*> Y? sou^ la forme 

X=ay/>eos-> Y = ay^sin-> 7.=:y j \/i — p-— a- àp; 

mais, dans ce cas, le paraboloïde à deux paramètres imaginaires égaux se transforme 
en un paraboloïde imaginaire de révolution. 
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SUR L'INTÉGRATION 



DES 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 



Par K. m. PETERSON. 



PREMIER MÉMOIRE. 



Traduit du russe par H. Edouard DAVAUX, 

Ingénieur de la Marine, à Toulon (*). 



Intégrer une équation aux dérivées partielles signifie, d'une façon générale, 
éliminer de cette équation toutes les dérivées partielles au moyen de leurs valeurs. 
Les valeurs des dérivées sont déterminées par des équations différentielles et, 
dans le cas où ces dernières sont intégrables, leur élimination peut être faite 
effectivement. Mais ces équations différentielles se distinguent par ce fait que, 
dans leurs intégrales, au lieu de constantes arbitraires entrent des fonctions arbi- 
traires. Cette propriété résulte de la forme particulière de ces équations, que nous 
allons considérer tout d'abord. 



I. — Equations différentielles conditionnelles. 

Si, entre des variables quelconques x^y^z,p,,..j est donnée une équa- 
tion y=o, dans laquelle entre une constante arbitraire c, alors en éliminant c 



(») Le premier Mémoire de K. M. Pelerson, Obt» hhtefphpobahih yPABiiEHiM ci. 
«lACTHblMH nPOHSBÔAHbiMH, a paru dans le Tome VIII (p. 291-361) du Recueil mathéma- 
tique (MATEMATH^ECKiii CBOPHHK'b) publié par la Société mathématique de Moscou; 
il a été lu le 18 septembre 1876. 

Foc, de T,, 2* S., VII. l5 



I lO K. M. PETERSON. 

entre les équalîons y= o el df-=.Os nous obtiendrons l'équalion différen- 
tielle D == G, dont y= o sera l'intégrale. Mais si, dans l'équation donnée y = o, 
au lieu d'une constante arbitraire c, entre une fonclion arbitraire ça, nous ne 
pourrons éliminer cette fonction entre les équations y= o et df:=. o que si nous 
considérons son argument a comme une constante. Mais l'équation différen- 
tielle D = o ainsi obtenue ne sera plus absolument légitime; son existence 
dépendra de riijpotlièse que a ne varie pas ou que da = o. 

Comme a est une fonction donnée des variables x, y^ z, p^ . ..^ ou, plus 
généralement, est défînie par une équation quelconque, la condition t/a = oa, 
en général, la forme d'une équation différentielle A = o entre les variables 
^f^j ^1 p, ...• Nous en concluons que l'équation donnée y= o, qui contient 
une fonction arbitraire, représente l'intégrale d'une certaine équation différen- 
tielle D = o, existant seulement sous une condition exprimée par une autre 
équation différentielle A = o. Nous appellerons conditionne/le une équation telle 
que D = o, et condition l'équation A = o. 

Une équation conditionnelle exprime donc une dépendance entre deux expres- 
sions différentielles D et A telle que l'une des expressions s'annule, si l'on égale 
l'autre à zéro. L'intégrale d'une équation conditionnelle se présente sous la forme 
de deux équations finies /= o et ç = o, contenant deux nouvelles variables b et a, 
dont Tune est une fonction arbitraire de l'autre. Les équations y=o et o = o 
sont les intégrales compatibles des équations D = o et A = o; les variables b et a 
sont les constantes d'intégration. 

Une équation conditionnelle peut aussi être donnée sous plusieurs conditions. 

Si, entre des variables quelconques x, yj z, />, ..., est donnée une équation 
différentielle non conditionnelle D = o, la constante d'intégration k ne change 
pas. Muis si l'équation D == o est donnée sous condition, c'est seulement sous 
cette même condition que /c ne changera pas. Si cette condition est exprimée par 
Téquation différentielle A = o, dans l'intégrale de laquelle entre une constante 
arbitraire a, alors A" et a seront des variables, mais k ne changera pas quand a ne 
change pas, ce qui signifie que /c dépend seulement de a, c'est-à-dire sera une 
fonction arbitraire oa. Si l'équation différentielle D = o est donnée sous deux 
conditions, exprimées par deux équations différentielles A = o et B = o dans les 
intégrales desquelles entrent les constantes d'intégration a et 6, la constante d'in- 
tégration A* de l'équation D = o ne changera pas, (piand a et 6 ne changeront pas; 
par consé(|uent A sera une fonction arbitraire des deux variables a et b, que nous 
appellerons les arguments des conditions A = o et B = o. 

Nous conclurons de même, d'une façon générale, que la constante d'intégra- 
Uon A*, dans l'intégrale de toute équation différentielle conditionnelle donnée D=o, 
sera une fonction arbitraire de tous les arguments des conditions sous lesquelles 
elle est donnée. 
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II. — Intégration di-s équations différentielles conditionnelles. 

Si, entre des variables quelconques x^ y^ z^ p^ ..., sont données plusieurs 
équations difTérenlielies conditionnelles, les constantes d'intégration, dans les 
intégrales des conditions, seront, d'après ce qui précède, les variables dont 
dépendront les constantes d'intégralion dans les intégrales des équations condi- 
tionnelles. Mais toutes ces intégrales s'obtiennent rarement par l'intégration isolée 
de chaque équation; en général, on les trouve par une intégration d'ensemble, 
dans laquelle elles sont obtenues toutes en même temps, ou par une intégration 
successive, dans laquelle l'intégrale d'une équation s'obtient au raojen des inté- 
grales déjà trouvées des autres équalions. 

Chaque intégrale trouvée est une équalion finie, au moyen de laquelle une 
variable est éliminée, et chaque équation dlfTérentielle D = o, qui ne s'intègre pas 
d'elle-même, peut être intégrée par suite d'une élimination de variables, parce que 
le nombre des conditions d'intégrabilité de l'équation D = o diminue avec le 
nombre des variables. 

Nous considérerons ici l'intégration successive des équations différentielles dont 
chacune est donnée sans condition ou sous une condition seulement, mais qui, 
étant liées entre elles, conduisent, en général, à des équations assujetties à plu- 
sieurs conditions. 

Si plusieurs équalions conditionnelles sont données sous une seule et même 
condition, nous les appellerons équations conditionnelles d'un seul et même 
système. 

Supposons que nous ayons, entre les variables x^y^ ^^ Pt •••» outre des équa- 
tions différentielles non conditionnelles, encore des systèmes différents d'équations 
conditionnelles. 

..., sous la condition A = o, 
. . . , » «A> = o, 

... y » A - — o, 



B =0, 


C — 0, 


l)l> = 0, 


8-0, 


• • • • • f 


C — 0, 
. « • • • « 



» 



nous appellerons compatibles toutes ces équations différentielles. Les équations 
différentielles, au moyen desquelles sont intégrées les équations aux dérivées 
partielles, et que nous considérerons au paragraphe IV, ont précisément cette 
forme. 

Nous examinerons deux procédés d'intégration successive d'équations différen- 
tielles compatibles. 

1. Dans le premier procédé, nous intégrerons chaque équation différentielle 
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slrîctement telle qu'elle est donnée, par conséquent sans lier l'inlégralion aux 
équations conditionnelles des différents systèmes, attendu que cela nous condui- 
rait à des équations assujetties à plusieurs conditions qui ne figurent pas dans les 
données par hypothèse. Suivant ce procédé, nous déterminerons d'abord l'argu- 
ment de la condition d'un sjslème d'équations conditionnelles, et pour cela nous 
pourrons transformer la condition donnée A = o, à volonté au moyen d'équations 
non conditionnelles ou d'équations conditionnelles du système lui-même. 

Toute équation différentielle D = o que nous obtenons de cette manière a 
lieu sous la condition A== o; elle exprime cette condition elle-même et, dans le 
cas où elle est intégrable, nous pouvons considérer la constante a de son intégra- 
tion comme Targument de la condition A = o. 

En considérant a comme une constante, nous pourrons déjà, au moyen de 
rintégrale trouvée, éliminer une variable dans les équations conditionnelles B= o 
et C = o du s\stème, et, si nous obtenons par cette voie une seconde équation 
qui peut être intégrée, la constante d'intégration b dans Tintégrale obtenue sera 
une fonction arbitraire de l'argument a. Au moyen de cette seconde intégrale, 
nous pourrons, pour a et 6 constants, éliminer encore une variable, et la con- 
stante d'intégration c dans la troisième intégrale sera une seconde fonction arbi- 
traire de a. 

Si, dans ce premier système, outre B = o et C = o sous la condition A = o, 
nous n^avons plus d'équations conditionnelles, toutes les équations différentielles 
restantes ont lieu non seulement sous la condition A = o, c'est-à-dire pour a 
constant, mais aussi pour a variable, et par conséquent, pour leur intégration, 
nous devons considérer a comme variable. Au moyen des trois intégrales trouvées, 
nous pourrons éliminer, de toutes les équations différentielles restantes, trois va- 
riables, en V introduisant seulement une nouvelle variable a. Par une telle trans- 
formation, chacune des équations différentielles qui y sont soumises, sans rien 
changer à sa signification primitive, prend la forme D -f- G ^a = o, où D est la 
partie qui contient les différentielles des v-ariables principales et où G contient, en 
général, les dérivées 6' et c des fonctions arbitraires b et c. Si une telle équa- 
tion D -T- G da = o peut être intégrée sous cette forme, les fonctions arbitraires b 
et o dans l'intégrale trouvée prendront toujours de nouvelles formes sous le 

signe / , parce que la quadrature mécanique ne s'effectue pas sur elles. La con- 

stante d'intégration dans cette intégrale dépend de la signification qu'a l'équalion 
intégrée D -»- G da = o. Si cette équation est non conditionnelle, la constante 
d'intégration sera une quantité constante et n'apparaîtra pas du tout« étant 

renfermée dans le signe indéfini 1 . Mais si l'équation intégrée D -r- G da = o est 

assujettie à une condition, la constante sera, dans son intégrale, ou l'argument de 
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celte condîtion, ou une fonction arbitraire de cet argument, si ce dernier est déjà 
déGni par une autre intégrale du système. 

De la même manière, toute intégrale d'une équation conditionnelle ou non con- 
ditionnelle peut servir à l'intégration des équations restantes, conditionnelles et 
non conditionnelles. Pour obtenir l'intégrale d'une équation non conditionnelle, 
nous pouvons, dans l'intégration, lier entre elles seulement les équations non 
conditionnelles, et, pour la transformation au moj^en des intégrales déjà trouvées, 
nous devons considérer tous les arguments comme des variables. Pour obtenir 
l'intégrale d*une équation conditionnelle ou d'une condition d'un système quel- 
conque, nous pouvons, dans l'intégration, lier entre elles la condition et les équa- 
tions conditionnelles de ce système, ainsi (|ue toutes les équations non condition- 
nelles, et, pour la transformation au moyen des intégrales déjà trouvées, nous 
pouvons prendre simplement comme constant un argument du système. 

La constante d'intégration d'une condition sera l'argument de cette condition; 
la constante d^intégration d'une équation conditionnelle sera une fonction arbi- 
traire de l'argument de sa condition, et la constante d'intégration d'une équation 
non conditionnelle n'apparaît pas explicitement, si nous supposons que l'équation 
ne s'intègre pas d'elle-même; les équations non conditionnelles qui se présentent 
au paragraphe IV possèdent, en eflet, cette propriété. 

2. Pour l'intégration d^équations diflférenti elles compatibles, d'après le second 
procédé, nous pouvons prendre les arguments que nous voulons pour constantes, 
et, dans Tintégration, lier les équations différentielles que nous voulons, en défi- 
nissant seulement ensuite les constantes d'intégration dans les intégrales ainsi 
obtenues. Si, par exemple, au moyen des équations différentielles de deux 
systèmes : B = o si A = o etift» = o si X = o, nous formons, dans le cours de l'in- 
tégration, une équation diff'érenlielle D=ro qui peut être intégrée, cette équation 
difl'érentielle ne sera exacte que sous les deux conditions A = o et JU = o, et par 
conséquent la constante d'intégration k dans l'intégrale trouvée sera une fonction 
des deux arguments de ces conditions. Nous devons considérer cette fonction 
non comme arbitraire, mais comme une fonction indéterminée dont la forme doit 
être déHnie de façon que les équations données soient satisfaites. L'équa- 
tion D = o a une signification plus générale que les équations données et, par 
conséquent, une forme particulière seulement de son intégrale satisfera à ces 
dernières. Si même celle intégrale est en outre obtenue pour des valeurs constantes 
d'autres arguments encore, k sera ainsi une fonclion indéterminée de ces argu- 
ments, dont il est nécessaire de définir d'abord la forme de façon que l'équation D 
soit satisfaite. 

Soit f=o l'intégrale de l'équation non conditionnelle donnée D = o obtenue 
par le second procédé; la constante d'intégration k qui y entre sera une fonction 
indéterminée des arguments des équations conditionnelles avec lesquelles on a lié 
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réquation D = o dans le cours de rintëgration, el aussi des arguments que Ton a 

pris comme constanls pour rinlëgralion. 

En diOerenliant fz=. o par rapport à toutes les variables qui y entrent, nous 

obtiendrons Téquation ^/= o, dans laquelle, en vertu de D 33 o, disparaissent les 

diOerentietles de toutes les variables dont k ne dépend pas et qui, par conséquent, 

prend la forme 

L e/a -h M e/a + N ^a 4- . . . = o, 

où a, a, a, ... sont les arguments dont k dépend, et où L« M, N, . . . sont des 
expressions contenant en général^ outre les variables principales, les dérivées de A' 
par rapport aux arguments a, a, a, .... 

Comme l'équation donnée D = o est non conditionnelle, l'intégrale trouvée 
doit lui salisfaire pourra, <fa, <fa, .. ., arbitraires. Nous déduirons de là les nou- 
velles équations Gnîes 

L = 0, M =: o, N ■=^ o, 



• • » 



qui, pour la forme cherchée de la fonction A*, se transforment dans les intégrales 
des équations compatibles, parce qu'il n'y a pas d'équations finies en dehors des 
intégrales. Il est évident que ce sont ces intégrales qui servent uniquement à 
découvrir, parle premier procédé, l'intégrale /*=:zo de l'équation non condition- 
nelle D = o. Si ces intégrales sont déjà trouvées, les variables principales peuvent 
être par elles éliminées des équations L = o, M == o, N = o, ..., et les dérivées 
partielles de A* par rapport à tous les arguments dont il dépend sont déterminées; 
par conséquent A* est, dans ce cas, obtenu par une quadrature mécanique. Il en 
sera de même si Téquation donnée D = o, dont l'intégrale y= o est obtenue par 
le second procédé, est une équation conditionnelle d'un système quelconque, dont 
l'argument est a, par exemple. En considérant alors a comme une constante dans 
Téquation rf/* = o, nous délerniincrons A*, par la même voie, comme fonction des 

arguments restants, et nous ajouterons une constante au signe indéfini / par 

lequel est exprimé A*, qui, ou bien sera a, si nous n'avons pas encore a, ou bien 
sera une fonction arbitraire de a, si a est déjà déterminé par une autre intégrale. 
Mais, en général, on n'a pas toutes les intégrales à l'aide desquelles les 
inconnues principales sont éliminées des équations 

L r=: o, M =1 o, N = o, ..., 

cette élimination doit alors être elTectuée dans les équations diflerentielles 

dV. = o, rfM = 0, e/N zz: o, . . . , 

à l'aide des équations diflerentielles données, et la détermination de A' se ramène 
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à ritilégratioD d^équalions auit dérivées partielles. Nous dc considérerons pas ici 
ce cas. 

Nous pourrons quelquefois, ayant obtenu par le second procédé rintégrale/*=o 
d'une équation conditionnelle ou non conditionnelle, trouver la constante k par 
des considérations étrangères, et, dans un tel cas, nous n'avons pas seulement cette 
intégrale /= o, mais aussi en même temps toutes les intégrales 

L =: o, M = o, N = o, . . . , 

à Taide desquelles est obtenue, par le premier procédé, rintégraley= o. 

Si k dépend d^ln seul argumenta, la détermination de k est alors très simple. 
Dans ce cas, pour obtenir l'intégrale /= o, par le premier procédé, une seule 
intégrale L=:o est nécessaire, dans laquelle entre une fonction arbitraire 6 de a. Si 
nous avons cette intégrale L = o, A* est déterminé comme une nouvelle forme de la 

fonction b sous le signe / ; mais si nous n'avons pas cette intégrale, cela signifie 

que nous n'avons pas une seule fonction arbitraire; nous pouvons alors consi- 
dérer k comme une nouvelle fonction arbitraire de a, et la dérivée k' de k par 
rapport à a, qui entre dans l'intégrale L = o trouvée en même temps, comme une 

nouvelle forme de la fonction arbitraire k^ mais sans signe / . 



III. — Forme normale des int^igrales d^équatiows compatibles. 

Pour l'intégration d'une équation dilTérentielle donnée D = o, à l'aide de l'inté- 
grale d'une équation conditionnelle B = o, si Â = o, qui se compose de deux 
équations finies, nous éliminerons deux variables principales de l'équation D = o, 
en introduisant dans cette équation une nouvelle variable, savoir l'argument de la 
condition A = o. Si ces deux variables principales entrent sans dilTérentielles dans 
l'équation D = o, après leur élimination celte équation ne contient pas la dilTé- 
rentielle e/a, et, par conséquent, rintégraley= o de l'équation D = o a dans ce 

cas une forme pour laquelle -^ = o, car les équations d/= o et D = o sont iden- 
tiques. Nous dirons que cette forme de Tintégrale /= o est normale par rapport 
à l'argument a. 

Mais si, dans l'équation D = o, entrent les dilTérentielles des variables princi- 
pales éliminées, elle prend alors, après l'élimination de ces dernières, la forme 
D| 4- G da = o, et son intégrale /= o n'a pas la forme normale par rapport à a. 
Néanmoins l'intégrale trouvée /=o peut, dans ce cas, être amenée à la forme 
normale. 

Soit U = o l'intégrale de la condition A = o au moyen de laquelle est déterminé 
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rargumenl a; d*après l'origine et la significalion de l'intégrale U = o, -7— ne sera 

pas nul, car a est une constante par rapport à l'équation A = o, et par conséquent 

Fidenlité des équations d\J -\ — 7— rfa = o et A = o doit avoir lieu seulement 

^ cla 

pour da = o. 

Cela posé, si -j- ne s'annule pas, et si 

on obtient l'intégrale /-= o, sous la forme normale /i = o par rapport à a, parce 
que fx s'annule toujours et seulement en vertu de f= o, et que, en outre, 

da da* da* 

Nous pouvons donc amener à la forme normale, par rapport à tous les arguments, 
toutes les intégrales des équations compatibles qui n'ont pas cette forme, à l'excep- 
tion seulement des intégrales des conditions, par lesquelles sont définis ces argu- 
ments, et qui n'ont pas la forme normale seulement par rapport à leurs arguments. 

En effet, supposons que^i = o et V| = o soient les formes normales par rapport 
à a de l'intégrale /= o d'une des équations conditionnelles ou non conditionnelles 
et de l'intégrale V = o d'une des conditions, par laquelle est défini l'argument a 
de cette condition. 

Posons 

nous obtenons l'intégrale /= o sous la forme /2= o normale par rapport aux deux 
arguments a et a, parce que réquationy2= o est identique à l'équation /i = o, et 
que non seulement 

mais aussi 

da ''^ dada * da doc 

Toute intégrale y=o de forme normale par rapport à tous les arguments 
possède deux propriétés remarquables. 

1. Elle représente par elle-même une équation finie entre les variables princi- 
pales, parce que tous les arguments a, a, ... qui y entrent sont déterminés par 

les équations -^ = o, -^ = 0, .... 
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2. Pour sa difTérenlialion, on peut considérer les arguments variables comme 
des constantes. 

Dans toute intégrale, sans exclure les intégrales des conditions, tous les argu- 
ments, en même temps que leurs fonctions arbitraires, peuvent entrer sous diffé- 
rentes formes sous le signe / , et l'expression algébrique de ces arguments est 

alors impossible. Mais, si un argument est déterminé comme tme fonction des 
inconnues principales et des arguments restants, il peut être éliminé de toutes les 
intégrales et la forme de ces dernières, par rapport à cet argument, présente un 
cas particulier de la forme normale, car, si un argument quelconque a n'entre pas 

dans l'intégrale /== o, alors -^ sera nul. 

Chaque signe d'intégration / , dans l'intégrale d'équations compatibles, ne se 

rapporte qu'à un argument et exige des quadratures relativement à cet argument. 

Nous pouvons aussi amener les variables principales sous un ,el signe/, el nous 

dirons alors que la forme de l'iniégrale est composée. 

Si nous intégrons une équation conditionnelle, par exemple B = o si A=:o, 
dont l'argument est a, au moyen de l'intégrale d'une autre équation condition- 
nelle dans laquelle entre une fonction arbitraire ^ de l'argument a, nous introdui- 
sons les variables a, a et ^ dans Téquation différentielle B = o. Pour l'intégration, 
a est considéré comme une constante, el la constante d'intégration sera une fonc- 
tion arbitraire b de a. Mais l'argument a est ici variable, et par conséquent ^ prend 

une nouvelle forme sous le signe / , sous lequel a peut évidemment entrer comme 

constante. Dans une telle nouvelle forme de la fonction arbitraire ^, nous dirons 
que a est le module de cette forme. 



IV. — Déduction des équations compatibles. 

Soit donnée une équation F = o aux dérivées partielles d'ordre n de z par rap- 
port à deux variables indépendantes x el y; nous pouvons alors considérer x, y, 

z et toutes les ■- dérivées partielles jusqu'au /i*^"** ordre inclusivemenl. 



savoir 



*»» ^19 *'> *'i» -^11» •••» *» 9 '^1 » ^1 > •••> '^n-19 -^«i 

comme des variables entre lesquelles existent les équations suivantes : 
i* L'équation donnée F == o; 

Fac, de T., 2* S., VU. lÔ 
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,, n{n -+- 1) , . ... Il 1 I r 

2" équations non conditionnelles de la forme 

dz ■=! z' dx -+- 5, dy^ 
dz —z'^dx -hz\dy. 



dV d¥ 

3" Les équations -7— = o ou — = o, qui sont identiques entre elles, en vertu 

ciJL' Ci y 

de F = o, et indiquent que cette dernière a lieu pour x cl y arbitraires. Dans ces 
équations, entrent les dérivées partielles du {n -h i)*^"'* or.Jre, entre lesquelles 
nous avons encore : 

4® n-\- \ équations différentielles non conditionnelles de la forme 



f^^in) = -« (fx 4- s„+, dy. 

Notre problème consiste dans Télimination, entre les équations 3' et 4"*} àes 
dérivées partielles du {n -f-i)'^"'® ordre, afin d'obtenir des relations entre toutes 
les variables restantes que nous appellerons principales. 

Posons pour cela 

df = \dx-\-\dy-h V^^ dz^^)-h Z/'-'^ ^5i"-»> -+- . . 4-- Z« dz„ ; 
nous aurons 

dy 

dy 
En désignant -~ par — w, nous pouvons, à l'aide des équations 4"j exprimer 

successivement toutes les dérivées partielles du (/i -|- 1)**"*^ ordre au moyen 
de Zn^i , sous la forme 

En introduisant ces valeurs dans l'équation ^ = o, nous obtenons une équa- 
tion de la forme 

M 4-N5n+i = o, 
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OÙ 

N = Z»«)//»-f- Zi"-'^i/«-«4- Zy'-»^«»-*-+.. . .4-Z„, 

-+- (Zt«>i/ 4- Z','-»^ e/5i«-«^H- (Z^«^a«-h Z^«-'^a -h Z;"-«0 e/;5V*-»^-+-. . . . 

Mais de l'ëquation M -f- Ns«^i = o, d'où 5«^i n'est pas éliminée, nous pouvons 
seulement, en ce qui concerne les variables principales, conclure que M s'annule, 
si nous égalons à zéro l'expression N. 

Or N, comme terme multiple d'ordre n par rapport à w, se décompose en n fac- 

teurs de la forme u — W|, u — Wj, . . ., u — m„, où m = — -^ et W|, «2? • • •> ^« 

sont les racines de l'équation N == o par rapport à u. L'expression N s'annule donc 
chaque fois que nous égalons à zéro un de ces facteurs, c'est-à-dire si nous posons 

dy -+- w, dx = ou dy -\- u^ dx = 0, .... 

En introduisant dans l'expression M dx successivement e/|, ^z^, ..., au lieu de £/, 
nous obtenons n expressions diflTérentielles M|, M2, ...; M,2 avec les différentielles 
é/j/,, dz\^_^^ . . . des dérivées partielles d'ordre /i. 

Nous tirons ainsi de l'équation M -f- Ns^^i = o, /i équations différentielles con- 
ditionnelles, 

M, = o si ûÇx -H «I dx =: o, 

Mj =: o si dy -h Wj dr = o, 



M„ =10 si dy •+■ t/„ dx z=: o. 

Nous dirons que ces n équations conditionnelles, en même temps que les 

; équations non conditionnelles 2", sont compatibles. Elles ont la forme 

pour laquelle au paragraphe III nous avons déjà exposé leur intégration, car 

chaque équation conditionnelle est donnée sous une condition seulement. 

Nous avons tiré les équations conditionnelles des équations non conditionnelles 

dF d¥ 

d'ordre /i, au moyen de Téquation — = o. Au moyen de l'équation -7— = o, 

nous les obtiendrions sous une autre forme, mais ideniique à celle trouvée, en 
vertu de F = o. 

Toutes les équations compatibles se partagent, d'après leur signification, en 
conditions, et en équations conditionnelles et non conditionnelles. D'après leur 
forme, nous pouvons les diviser en ordres, suivant l'ordre des dérivées partielles 
dont les différentielles entrent dans ces équations. 
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Si donc on donne Téquation aux dérivées partielles d'ordre /i, F 
avons les équations compatibles suivantes : 



= o, nous 



. n{n -h I ) , . ... ,, 

1. équations non conditionnelles, savoir 



n équations non conditionnelles d'ordre (/i — i) 



dz^'^-^^ = z^""^ dx 









(/i — i) équations non conditionnelles d'ordre {n — 2) 



• • • . 

dZn- 


■1 — 


• • 


., dx 


-^z^dy; 


dz^''- 


-1) — 




-'d.T 


-\- 


-r * dy 


dz\^- 


-8) 

• ■ • • 


• • • 


^dx 


• • 


-;-' dy 



dzn-i = 5;^, dx H- 5«..i df 



une équation non conditionnelle d'ordre o, 

dz = z' dx 4- 5, dy, ■ 
Ajrant posé 

dF=\dx-^Ydy-^ Vn) dz^^) 4- Z'^'^ dz[^''' -^. . . -+- Z« dz„, 
nous obtenons Téquation 

Z(«) a« 4- Z^/'~»^ ««-» H- . . . -h Z„ := o, 

que nous appellerons V équation auc racines, et par laquelle seront déterminées 
les n racines relatives à u, 

^'l> '^J» ^3> • • • > ^n» 

Au mojren de ces racines nous mettrons les /i conditions sous la forme suivante. 
Il . dy -{- Uidx=zo, dy -k- u%dxz=iOy . . . , dy -^ u„ dx := o. 

Les équations conditionnelles ont deux formes identiques entre elles, en vertu 
de Téqualion dF = o, 



111«. Y dx 



si dy -+- 1/, dx ■=. o. 



zr *'"i + z'r*^ ) ^4«-'^H-...=o 



m 



'>. X ^j. + z«e/^u. 4- (z„ i- 4- z;,_,) rf;;j., -^ (z« jji -^ z;,., A + zu)dzu 



4-, . .= 



si df/ -^ u^dx=: o. 
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Les (n — i) équations coDditionnelIes restantes s'obtiennent sous les deux 
formes en remplaçant successivement M| par e/2, w.-i, . . ., ti„. Ces équations condi- 
tionnelles sont du /i^^™* ordre, car elles contiennent les différentielles des dérivées 
partielles du /i»*"»® ordre. 

Les équations compatibles ainsi obtenues, dont le nombre est — 



2/N 

2 



expriment, comme nous Pavons vu, la dépendance entre toutes les ; déri- 

vées parlielles qui découle de leur signification. 

01 toutes ces \- 2n équations compatibles sont intégrées, alors leurs 

intégrales représentent un nombre suffisant d'équations finies pour la détermina- 
tion des n arguments qui y entrent et des — dérivées partielles; le sys- 

tème d'équations, constitué par ces intégrales jointes à Téquation donnée F = o, 
exprime sous une forme finie la dépendance entre x^ y, z (|ui existe en vertu de 
Téquation donnée F = o. Nous dirons que ce sysième d'équations est l'intégrale 
générale de l'équation aux dérivées partielles F = o. Quand l'élimination des 
arguments et des dérivées partielles entre les équations de ce système est efferiive- 
inent réalisée, l'intégrale générale prend alors la forme d'une équation /= o 
entre x, y, z. 



V. — Intégrabilité des équations conditionnelles. 

Dans le système d'équations différentielles compatibles présenté au para- 
graphe IV, les conditions contiennent seulement dx et rf;/- parmi les différentielles 
des variables principales. Si donc une condition s'intègre d'elle-même, l'argument 
est déterminé comme une fonction de x et y; si, au contraire, elle s'intègre au 
moyen d'autres équations compatibles, alors les dérivées partielles entrent dans 
son intégrale; si enfin, pour son intégration, on s'est servi des intégrales d'autres 
équations compatibles, son intégrale contient des fonctions arbitraires. 

Les équations conditionnelles contiennent les différentielles de toutes les déri- 
vées partielles d'ordre n. Dans l'intégrale d'une équation conditionnelle entrent 
donc nécessairement tes dérivées partielles d'ordre n et une fonction arbitraire de 
l'argument de sa condition, cette fonction, comme constante d'intégration, ayant 
toujours seulement une forme. 

Une équation non conditionnelle ne s'intègre jamais d'elle-même, car des cinq 
variables entrant dans sa forme générale, 

chf = sf+«^ dx -+- zfl^ dv. 
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deux, 5^^"^*' et zl}!^!.^, entrent sans diOérentielles et exigent une élimination préa- 
lable. Mais il est nécessaire pour cela d'avoir deux équations Gnies, c'est-à-dire, 
outre celle donnée F = o, au moins encore une intégrale. Dans l'intégrale d'une 
équation non conditionnelle entrent donc au moins une fonction arbitraire dans 

la nouvelle forme sous le signe / , et la constante d'intégration impliquée dans ce 

signe. 

Si nous avons des intégrales de toutes les conditions et de toutes les équations 
conditionnelles, alors, au mojen des intégrales des premières, sont déterminés 
tous les Fi arguments et les intégrales des dernières, jointes à l'équation donnée, 
servent pour la détermination des {n-f- 1) dérivées partielles d'ordre //, 

Il existe entre ces dérivées partielles, en vertu de leur signification, n équations 
finies 

dy dx ' dy dx dy dx 

qui ne peuvent être que des intégrales des équations compatibles ou identiques à 
CCS intégrales, attendu qu'il n'existe pas d'autres équations finies. 

En se rappelant que les intégrales de toutes les équations conditionnelles con- 
tiennent des formes de fonctions arbitraires qui n'apparaissent pas ici, on conclut 
que ces n équations (A), aux arguments près, doivent être identiques aux n inté- 
grales des équations conditionnelles. 

ILn introduisant^ dans les équations non conditionnelles d'ordre /i — i, les 
valeurs des dérivées partielles d'ordre w, délerminées par les intégrales des équa- 
tions conditionnelles, nous obtenons des équations différentielles dont les condi- 
tions d'intégrabilité, par rapport aux variables indépendantes x et y^ sont 
exprimées par les équations (A), c'est-à-dire par les intégrales mêmes des équa- 
tions conditionnelles. Nous conclurons de là que, si nous avons les intégrales de 
tontes les conditions et équations conditionnelles, toutes les équations non condi- 
tionnelles d'ordre n — i sont certainement intégrables, sinon séparément, au 
moins toules ensemble. 

Au mo^en des n intégrales de toutes les équations non conditionnelles 
d'ordre (/? — i), toutes les n dérivées partielles d'ordre (/i — i) sont délermi- 
nées et, ajant introduit leurs valeurs dans les équations non conditionnelles 
d'ordre (/* — 2), nous obtenons de nouveau des équations différentielles dont les 
conditions d'intégrabilité sont satisfaites par les intégrales que l'on a déjà et qui, 
par conséquent, sont intégrables. Nous obtenons ainsi successivement les inté- 
grales compatibles de tous les ordres des équations non conditionnelles, tant 
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que nous ne poussons pas jusqu^à Téquation non conditionnelle d^ordre nul 
dz = z' dx -h Z\ dy, dont Tinlégrale sera l'intégrale générale /(x, r, z) = o. 

En ce qui concerne la forme de louti's les intégrales, les intégrales des condi- 
tions et des équations conditionnelles n'ont pas la forme normale, et les intégrales 
des équations non conditionnelles sont toujours obtenues sous la forme normale, 
par rapporta tous les arguments. En effet, si l'équation différentielle D ::^ o est 
donnée sous la condition da = o^ il faut seulement que son intégrale F=o lui 

dE rfF 

satisfasse pour da = o ou si, dans l'équation rfF 4- -r-rfa = o, -,- n'est pas égal 

à zéro. Pour l'intégration d'une équation non conditionnelle, d'ordre m par 
exemple, nous éliminerons, d'après ce qui précède, les dérivées partielles 
d'ordre m -h i , qui y entrent sous forme finie, au moyen d'équations finies; par 
conséquent, nous n'introduirons pas les différentielles des arguments dans les 
équations non conditionnelles. Si, par conséquent, F = o est Tinlégrale de 
l'équation non conditionnelle D = o, pour que Téquation 

.p ^F , dF . 
da doL 

soit identique à l'équation D = o, qui ne contient pas da^ doL^ . . ., il faut que l'on 

ait 

dF __ dF _ 

da-""' da-""' 

Si, pour l'intégration d'une équation non conditionnelle, nous nous servons d'un 
des arguments comme variable indiquée, cette variable est toujours éliminée dans 
ce cas de l'intégrale trouvée et, par suite, la forme normale de Tintégrale est 
rétablie. 

Nous pouvons aussi amener, d'après le paragraphe III, l'intégrale de l'équation 
conditionnelle à la forme normale^ mais seulement au moyen des dérivées des 
fonctions arbitraires. 

D'après le procédé d'intégration successive, toute fonction arbitraire apparaît 
la première l'ois dans l'intégrale de l'équation conditionnelle, et ici elle a toujours 
une seule forme; par la suite de Tintégratlon, elle prend de nouvelles formes sous 

le signe / , mais ses dérivées n'entrent nulle part ou paraissent seulement pour 

disparaître ensuite au moment de la réduction. 

Dans l'intégrale d'une équation non conditionnelle d'ordre m, les dérivées par- 
tielles d'ordre m entrent nécessairement et les dérivées d'ordre supérieur n'entrent 
pas. Nous appellerons une telle intégrale, une intégrale d^ ordre m. 

L'intégrale d'ordre m, F = o, sous la forme normale, représente par elle-même 
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une équalion aux dérivées partielles d^ordre m, parce que les argumenls a, a, ... 

,. . , . . . dF dF 
rjui y entrent sont détermines par les équations y- = o, -^ = o, 

iJans chaque intégrale F = o d'ordre /w, les n fonctions arbitraiivs enlrent 
toutes en gcnéial et, dans ce cas, elle a un sens plus général que Téquation donnée 
F = o ou l'intégrale générale /= o, parce que l'intégrale générale de l'équation 
F = o contient, outre n fonctions arbitraires, encore- m indéterminées et se change 
seulement pour des valeurs particulières de ces dernières en l'intégrale générale 
/=: o de l'équation donnée F = o. 

Le plus petit nombre de fonctions arbitraires, que doit nécessairement contenir 
l'inlégrale d'ordre m, est évidemment /? — m et, dans ce cas, nous la nommerons 
une intégrale intermédiaire d^ ordre m. 

Toute intégrale i])termédiaire remplace entièrement l'équation donnée aux déri- 
vées partielles d'ordre /?, F = o, et exprime entre x^ y^ z la même dépendance 
(|ue l'équation F = o et son intégrale générale /= o. 

Suivant le procédé dintégration successive, nous obtenons ainsi d'abord les 
intégrales de toutes les conditions et équations conditionnelles, et ensuite succes- 
sivement les intégrales de tous les ordres des équations non conditionnelles sous 
la forme normale, et la dernière intégrale, celle de l'équation non conditionnelle 

dz = z' djc -f Zy dff 

sera l'intégrale générale /= o. 

Si nous prenons successivement toutes les dérivées partielles par rapport à x 
et y de cette intégrale générale y = o, jusqu'à l'ordre n inclusivement, nous obte- 
nons autant d'équations que nous avons de dérivées partielles, par conséquent 
autant que d'intégrales des équations conditionnelles et non conditionnelles. Sui- 
vant Tordre des dérivées partielles qui j entrent, nous conclurons que Tensembie 
des n -h I dérivées d'ordre /i, 

d"/ _ d^f _ d'\f _ 

d^"^' é/x"-' dy "~ ^' ' * ' ' dy^"^ 

doit être identique à l'équation donnée F = o et à /t intégrales des équations con- 
ditionnelles; qu'en général, l'ensemble des (//i -f- 1) dérivées d'une équation 
d'ordre quelconque ui est identique aux (m + i) intégrales des équations condi- 
tionnelles d'ordre m; et, par suite, que les équations 

àf dj 

seront les intégrales des conditions, non sous la forme primitive, mais sous celle 
qu'elles prennent par élimination des dérivées partielles. 
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VI. — Équatio>'s compatibles entre les DÉnivÉES partielles 

DES TROIS premiers ORDRES. 

[. 

Soil F = o une éc|iinlion aux dérivées partielles du premier ordre; en dési 

(iz cfz 

gnant -j- par /?, -.— par q et en posant 

dF = \dx -h \ df ^' P dp -{- Q dq = o, 

nous obliendrons, d'après le paragraphe IV, les équations compatibles suivantes 
Une équation non conditionnelle 

dz =: p dx -h q dy; 
une équation conditionnelle 

(i) Ydx-hPdq:=o si Pdy—Qdx^=o. 

Nous pouvons exprimer la seconde forme 

\dy -{'Qdp=zo 

de cette équation conditionnelle, sous la forme symétrique 
( 2 ) \ dp — X ^<7 ^= o si P ^/ — Q ^^ =1 o. 



II. 

Soil F = o une équation aux dérivées partielles du second ordre; en désignant 

d*z d^z d^z 

et, en posant 

f/F = X c?^ 4- Y ^v -+- Il c^r H- S c?5 -h T dl = o, 

nous aurous, d'après le paragraphe IV, les équations compatibles suivantes : 
Trois équations non conditionnelles 

dzz^zpdx-k- qd/f dpzizrdx -hsd/f dq =zsdx -^ Idy; 
Fœ, de T., a* S., VII. I y 
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deux écjualioDS conditionnelles 

T Ht 
\ dx -^-^ds = G si dy -\- w, dx •= o, 

(3) { 

'V rit 

\ dx'^Y^.ds =0 si dv -\- u%dxT=i o, 

//, 

donl les formes identiques sont 

^ X d'/ -h T ^5 — w, R é/r HZ o si dy 4- w, c^j? =: o, 



(4) 



I y^dy -^1 ds — w, R c?r = o si dy -\- u^dxzn o, 



H\ et u^ sont les racines de l'équation aux racines 
(5) R«*-4-Sw-f T = o. 

Si, dans Téquation donnée F = o, n'entrent ni r, ni /, alors R et T s'annulent, 
cl nous aurons, dans ce cas : 

Racines W| =o, w, =oo, 

Conditions dy = o, dx:=Oy 

Arguments y et x\ 

mais les deux formes (3) et (4) des équations conditionnelles de ce paragraphe se 
.changent dans les identités o ^ o. 

De la forme primitive qu'ont ces équations conditionnelles dans le para- 
graphe IV, nous tirerons, dans ce cas, 

^ Y ^J7 4- S ^/ = o si dy =Of 
i \dy -^-Sdr = o si dxT=zo. 



in. 

Soit F = o une équation aux dérivées partielles du troisième ordre; en dési- 
gnant 

d^z d^z d^z d^z l t. t 

d^' dx^' -dbTdy^' dy^ ^"""^ ^' ^' ^' ^ 

et en posant 

d¥ = \dx-^Ydy-^Gdg-^-ndh-^Kdk^Ldl — o, 

enfin, en déterminant les racines lii, u^^ u^ de l'équation aux racines 

G a' -h H M* -4- K 1/ -+- L =r o, 
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nous aurons, d'après le paragraphe IV, les équations compalibles suivantes : 
Six équations non conditionnelles 

dzz=L p dx -\- q dy^ dp :=. r dx -^ s dy, dqnzs dx -^ t dy^ 
dr -= g dx -\- h dyy ds =hdx -h k dvy dl ^= kdx -^- Idy; 

trois équations conditionnelles 

(7) Y dx-^Gdh-^ {Giii-i'li)dk =0 si dy-^ Uidx = Oy 



Exemple L 
/?« -f- ^* = /^ -+- ©7, 

où f et ç sont des fonctions arbitraires. 

En posant 

F =:p*'-^q^^fx — 9/ = o, 

dF = 2p dp -^ 2q dq — f'xdx — o'y dy, 

nous aurons, d'après le paragraphe VI, équation (1), l'équation conditionnelle 

2/> dq — <p'y dx-=.o si pdy — q dx — o, 

qui se ramène à la forme 

2qdq = (^'ydy 

et nous donne l'intégrale 

(i) ^«=cpj-+-6, 

où b est une fonction arbitraire de l'argument a. 

En déterminant p et q par les équations (1) et F = o, nous pouvons mettre la 
condition p dy — q dx ^ o sous la forme 



\J fx — bdy — V^9/-+- b dx-zzo 
et nous obtenons, par suite, l'intégrale 

r dy r ^^ ^^^ 

J s/^y^b J sifx- b 

par laquelle Targument a est déterminé. 

Mais l'équation non conditionnelle dz -=> p dx -^ q dy peut être intégrée, sans 
cette intégrale (2), d'après le second procédé. En effet, en y portant les valeurs 



128 K. M. PETERSOX. 

lie p et qy nous aurons 



et, pour a conslaol, nous oblenons rinlégrale 



(3) 



-c = / v//-P — bdx -\- I yj^y 4- /; dy -h c, 



oiicesl une fonction indéterminée de l'argumonlrt. En difTérenlianl l'intégrale (3), 

nous obtenons 

, , f r ^y r dx dc\ db 

dzzzzpdx-hqdy -^l 1 , — / -= -+- 2 -tt ) — > 

\J >/9y^b J sjjx -b db) 1 

pour db arbitraire, parce que dz = p dx -\- q dy sans con<iilion. Nous concluons 
tle là, au moyen de rinlégralc (2), 

de 

db^^""' 
par suite, 

c =: — \ a dbj 

el nous oblenons, au moyen de Tintégrale (3), Pintégrale générale sons la forme 
normale 

5 = / \fx — b dx -^ I \^oy -^ bdy — la db. 

L'équation dérivée détermine l'argument a et sera Tinlégiale (2). / ^^/x — b dx, 

I y zy -h bdy-y l adb sont ici les nouvelles formes sous le signe / des fonctions 

arbitraires y>, oj et b\ dans les deux premières formes entre le module 6. 
De la même manière que Téq nation 

/>' -+- 7' = /«^ -+- OY, 
on |>eut aussi intégrer Téq nation 

(p-r-fq z= r^X -+- O >\ 

dont l'intégrale générale sous la forme normale est 

c=: I )i^x -^ b) dx -1- / /v 9 V — b^ dr — la db^ 

V ^ b 

où f^ /^ tjf et 9 sont des fonctions arbitrairement données; j, f sont les foDclions 
inverses de f, /. 
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L'équalion />*-+- ^2 = /(y, :f) représenle, en Géométrie, Tensemble des lignes 
géodésiques sur une surface donnée arbitrairement et, en Analyse, elle est une 
forme fondamenlalc à la(juelle se ramènent les équations aux dérivées partielles du 
premier ordre et du deuxième ordre. 

Exemple If, 

En posant 

</F = /'(/>, y ) dp -+- /, (p, q)dy — p dx — 7 dy = o, 
nous obtenons, d*après le paragraphe VI, Téquation condilionnelle 

p df] — (j dp^=zo SI dx — "^ w > / / / __ Q 

et de là les deux intégrales 

(0 l=.a, 



(2) x—\ j'(p^ap)^-^ -^b. 



f)~0 



= p 



Jni' — r 
' représente une qua- 

drature pour a conslant. Pour intégrer Téqualion non condilionnelle 

dz •=. p dx -f- (j dv^ 

d'après le premier procédé pour a variable, remarquons que la différenlielle 
lolalc de Tinlégrale (2) est 






\f "^ f^p,ap)dp-^b'\da. 



ou 



da '' ^ dp dq 

Avec cette valeur de la différentielle rfx, Téquation non conditionnelle 

pdx-^qdyz=idz = f'{p,q) -^-/tiPfÇ) dq 
prend la forme 
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et nous obtenons, par suite, Tintégrale 

OÙ / — est la nouvelle forme de la fonction arbitraire b. L'équation donnée 

z=/{/)^q)y avec les intégrales (i), (2) et (3), représente l'intégrale générale, 
laquelle, après élimination des variables /?, q, a, s'exprime par une équation 
entre Xy y, z. 

Exemple III, 
r^tzzz const. 

En remplaçant y par ky^ où k est une constante, nous pouvons mettre Téqua- 
tion donnée sous une forme plus commode, 

F=,+ _=o. 
Au moyen de la difTérentielle totale 

nous obtenons, d'après le paragraphe VI, équation (4)} l^'S deux équations condi- 
tionnelles, 

— — ds=:o si dy — r* dxzzzo, 

— -^ ds = o si dy -¥- r* dx =1 Of 

dont les intégrales sont 

(1) ^ -4-5= 26, 

r 

où 6 et ^ sont des fonctions arbitraires des arguments a et a. 
I^s deux conditions, 

(iy — r*dx = o et dy -^ r^ dx :=z o^ 

par suite de Téqualion 

dp-=- r dx -\-sdy 
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et par suite des intégrales (i) et (2), prennent la forme 

dp = (^ -^ s\dy = 2b dy, dp=z (s — j]dy = —2^df, 

et nous obtenons ainsi leurs intégrales 

(3) /> — 26y = aa, 

(4) />H-2py = 2a, 

par lesquelles sont déterminés les arguments a et a. 

Au moyen de ces quatre intégrales, et à l'aide de l'équation donnée 



,.-3 



^+-3- = o, 



nous obtenons 



r = 



i . ^ (b-hây a — a 2{(xb-^ap) 



bTJ' ----H» ^- 3—' J-b^' ^- 6-^(3 



L'intégration des équations non conditionnelles, 

dp •=. r dx '\- s dVf dq =zs dx -h t dy^ dz-=rzp dx -f- q dy^ 

après y avoir introduit les valeurs des variables 

'S s. If y, Pf 

conduit à une quadrature mécanique par rapport à a et a, et nous obtenons, par 
suite, les intégrales 

(5) X = (a -h a) ( 6 -h P) — 2 Ta f/6 — 2 Ta ^p, 

(6) yrr(6 + (3)r(a + «)(6~(â)+ ^'''''''^^^'^^'^ ^-^Jabdb + ^JoL^d^, 

(7) z — qy= '^^^^^^ (a« 4- «a -h a«) — 2 fa^ é/6 — 2 Ta» d^. 
L'intégrale générale de Téqualion 



^-3 



^+-^=0 



est exprimée au moyen des intégrales (5), (6), (7) et à l'aide de l'équation 



a — a 

7 = 



(3+6 
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En remplaçant ky par j^, nous obtenons Tinlégrale générale de Téqualion 

^*' 
/■'^ = zzconsl. 



Exemple IV. 
r -h le^* — o. 

An moyen de la différentielle lolale 

dr -^1 te^' cis -h e** €// = o, 
nous obtenons les racines 



et, par suite, diaprés le paragraphe VI, équation (4)i les deux équations condi 

lionnelles 

— e'^^ ds -\- Uidr =.0 si dy -\- Uydxz^Oj 

— e^' ds -h Uidri=o si dy -^ u^dx z=z o, 
dont les intégrales sont 



(1) r-t-v''* — e**=:2**, 

(a) r — v^/* - e^' = <?««. 

Les conditions 

dy'^Uidx-=zo et dy -\- Ut dx ^=z o 

prennent par conséquent la forme 

dy -h e'" ^x = 0, dy -^ e** é/x =: o, 

et leurs intégrales sont, par suite, 

(3) ye~^-^xe*^= b^ 

(4) ye-^-i- xe^=^. 

Au moyen des intégrales (1) et (2) et de Téquation donnée, nous obtenons 



r= 1 5=:a-i-a, / =r 



Par suite de ces équations et des intégrales (3) et (4)) Téquation non < 
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tionnelie 

dp ■= r dx -h sdf 

se ramèoe à la forme 

dp HZ d{ra: -h sy) — x dr — g ds =: d{rx -4- sy) — be^ da — j3e* da 
el nous obtenons ainsi Pintégrale 

pz=:rx-hsy— I b de^ — / (3 ^^*> 

laquelle, après introduction des valeurs des variables /*et5, prend la forme normale 



gia _i_ /»I3i 



et peut s'exprimer sous la forme 

(5) /> = I (e^x -+- e"^y ^ b)de^-h f {e^-r -^e'^y — ^)de^, 

où X cl y, comme constantes, sont amenées sous le signe / . La forme reste 

normale. 

Nous obtenons aussi de la même manière Pinti^grale de Téquation non condi- 
tionnelle 

dq:=sdx -h t dy^ 

sous la forme 

(6) q = I (e^x H- e-'^y — 6)^/e-«4- 1 {e^x -4- e'«/ — b)de-*, 

L'éi|uation non conditionnelle 

dz = p dx •\' qdy 



se ramène à la forme 
d{px -h qy — z) =zxdp -{- y dq 

X dx -\' (a -\' ol) d.ry -+- ( 






r x^ r* 1 />' 3* 

= d\ (e*«-f. e««) — -h (a -i- a)a7y -f- (e-««-t- e-«*)4- ^^« — ~ ^^^• 

En intégrant et en faisant passer :r et^ sous le signe / , nous obtenons l'intégrale 
générale sous la forme 

«a -h / — doL, 

2 J 2 

Fac. de T,, a* S., VII. 1 8 
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Les intégrales des condilions 



e^x -i- e '^y — b^^o et e^x -{- e * r — j5 = o, 

par lesquelles sonl dëlerminés les arguments, sont les dérivées de Tînlégrale géné- 
rale; nous ne les exprimerons pas sous leur forme générale. 
De la même manière est intégrée Téqualion 



e^— e ^~ C0S5 



dont l'intégrale csl 



^ — / (y cosa -h.r sina — bY —. h / ( r cosa H-a?sina — 3)* —. • 

J -^ b\ll2a J ^-^ ^' Î»1U20C 

Exemple V. 

SCOS'(x-\-y) =z 25. 

D'après le paragraphe VI, équation (6), nous avons les équations conditionnelles 

cos'(a:-l-y) ^/' — [ssîn2{x -\- y) -^ 'ip]dy:=z o si dx^zo, 
eos'(j: -h/) ^^ — [^sin 2 (j? -h y) H- i^J^/o: rro si dyz=o 

qu^au mojen de 



dp — s dy si 


dx o, 


dq — sdx si 


dy — o. 


>lang(^-+-/)j - 


: o si 



nous amenons à la forme 

t/ j r — 2/>lang(^ -+-/) j = o si dx = Of 
d^^t — 27 lang(j? -+-/)} =o si dyr=o 

et, par suite, nous obtenons les intégrales 

(1) r— 2/?tang(j7-^/)=:4/^-+-/''-r, 

(2) / — 27tang(a:-f.7) = 49'7^-oV• 
Âu moyen de l'intégrale (1), est intégrée Péquation non conditionnelle 

dp z=z r dx -\- s dy^ 

d'après le second procédé pour y constant. En eflfet, en multipliant Finlégrale (1) 
par cos^(j7 -^-y) dx, nous obtenons, par suite de dp = rdx^ 

d[pco%'^{x H- j)] =(4/''2^ -^f'^) cos^^x-Jr y)dx s! <f/=:o 
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el nous trouvons ainsi Tintégrale 

(3) (p —fx) ç,o^^{x-^y) =z sin2(.r -hy)fx -i- :x/.r -f- k\ 

où A* esl une fonction indéterminée dc^. 

De la même manière, nous obtenons l'intégrale de Péquation non condition- 
nelle dq =^ s dx -\- t dy 

Cl) (7 — 9' y) cos*(^ -i- j) = sin2(.r -I-/)9S' -h 29/4- A, 

où h est une fonction indéterminée de x. 

En déterminant par là p et q^ nous obtenons, au moyen de ridenlilc j- = -7— > 
les deux fonctions indéterminées 

ety par suite, Tintégrale de Féqualion non conditionnelle 

dz = p dx -\- q dy^ 
qui sera Tintégrale générale 

z — 'xi^Jx -4- 97) tang(.r -+-/) -t-/'.r -h 9>. 
Si dans Téquation donnée et dans son intégrale générale, nous remplaçons jt, 

X "V X I V 

y, z par '-> — > 25 tang ^j nous obtenons Téquation 

5sin(.r-+-y)^/y H- 7, 
avec Tintégrale générale 

z =fx -f- 9y -f- (/'.r -f- 9» cot '^^-—^ • 

mm 

Exemple Vf. 
s{x -iry) = 2v//>7. 

D'après le paragraphe V[, équation (6), nous avons les équations conditionnelles 

{x-hy)dl -f- ( v — s KjL — ' i /- ) dx in o si dy — o, 

\x -^y)dr -^-is — ^ l / '* 1/ ) '^^ ~ '^ ^' //.r = o. 

La première équation conditionnelle, après division par (-ï^ -i-J',) vV' ^^ ramène, 
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par suîie de s(x -hy) =- 2 >Jpq^ à la forme 






et nous obtenons aussi l'intégrale 

Nous obtenons de la même manière Tintégrale de la seconde équalîon condi- 
tionnelle 

Au moyen deTintëgrale (1), est intégrée Téquation conditionnelle €/9 = 6*dlr H- /^' 
pour X constant 

En eOet, Tintégrale (1), après multiplication par — ^> prend, par suite 

àe dq^=i i dy^ la forme 

rf(j:H-j)V^ = (^H-y)?V^J si ^:=:0, 

et nous obtenons, par suite, Fintégrale 

(3) (•^-HJ')V^=(^-^>)?'j — ?/— ^'^ 

et, de la même manière, Tintégrale de Téquation non conditionnelle dp = rdx-\-sdy 

(4) (^-^y)\^={^'^y)/'^-/^-^. 

où A* est une fonction indéterminée de x, h de y. En déterminant/; et 9 au moyen 
des intégrales (3) et (4), nous obtenons, par Tidentité -^ = -^> 

k —fxy h - 9/ 

et, par suite, au moyen de la quadrature de Féquation non conditionnelle 

dz =: /> dx -h q dy^ 

nous trouvons l'intégrale générale 



fK/xydx^j (o\^ydy- 



X -r Y 
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Exemple VII, 

s =: e". 

D'après le paragrajihe IV, ëqualion (6), nous avons ici les équations condi- 
tionnelles 

Sq dx — (it = O si df =: O, 

sp dy — dr-=zo si dx =. o. 

Par suite de dqznsdx^ si ffyz=io^ et de dp^=^sdy^ si dx=^Oj ces équations 
conditionnelles prennent la forme 

q dq — dt =zo si dy = 0; pdp — dr = si dx=io 
et nous obtenons, par conséquent, les intégrales 



(') 



« . ^9yy \o'y 



(2) p^=2r-h 

et de là se déduit, comme dans les exemples précédents, l'intégrale générale 

a fa-o'Y 



€":= 



(Jx -+- cp7)= 



Vil. — Equations conditionnelles de différents ordres. 

Pour rintégration de Téquation aux dérivées partielles F = o d'ordre /i, nous 
avons exposé au paragraphe IV un procédé suivant lequel son intégrale générale 
avec n fonctions arbitraires peut être obtenue par intégration d'un système d'équa- 
lions compatibles entre toutes les dérivées partielles jusqu'à l'ordre n inclusive- 
ment. Mais le système des dérivées partielles qui entrent dans ces équations ne 
dépend pas au fond de la méthode même; pour développer cette méthode rien 
n'oblige d'introduire d'un côté toutes les dérivées partielles de l'ordre o à n, 
Jéliminer d'un autre côté toutes les dérivées d'ordres supérieurs. 11 se pose, par 
suite, une question : 

Le but ne peut-il être atteint au moyen d'autres systèmes d'équations compa- 
tibles, dans lesquelles le système des dérivées est plus réduit en nombre et en 
ordre, ou renferme également des dérivées supérieures. Dans le premier cas, le 
système conduisant à la découverte de l'intégrale générale représenterait une solu- 
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lion simplifiée du problème; dans le second cas, il pourrait servir à le résoudre 
cpiand les équations du paragraphe IV ne s^inlègrenl pas. 

La réponse à celte question sera affirmative, si Ton peut présenter des équations 
compatibles entre les dérivées partielles d'ordre quelconque. 

Il y a, pour nous, des équations non conditionnelles de tous les ordres. La 
présentation d'équations conditionnelles de tout ordre donné peut être basée sur 
rh^'pothèse suivante : 

Toute équation F = o aux dérivées partielles d'ordre n, ajant une forme linéuiie 
par rapport aux dérivées d'ordre /t, se change, après multiplication par dx (ou 
par dy) sous chacune de ses n conditions, en une équation conditionnelle 
d'ordre n — i de la forme F dx = o (ou F dy = o). 

En elTet, soit 

L F^Z-f-Z^^^^^^J-hZ^" »'5;'' •^-+-...-4-Z„5« = o 

une telle équation linéaire, où 

uv contiennent pas d ; dérivées partielles d^ordre n, 
I)*après le paragraphe IV, l'écpiation aux racines sera 

N-Zt-ÏM^-hZ^"-' Cl" »-h...-hZ« = o. 

Kn désignant par //|, z/^, ..., u„ les racines de cette équation, nous obtenons 
toutes les n conditions de l'équation donnée F = o sous la forme 

rtfK -f- Widlr = 0, ..., dy -\- Undxz=LO 

et, d'après le paragraphe IV, sous chacune de ces // conditions, nous avons une 
équation conditionnelle d'ordre /?, exprimée sous deux formes identiques au 
mo^en des équations 111^ et IIU du paragraphe IV. 

Mais, outre ces équations conditionnelles, on peut encore présenter des équa- 
tions conditionnelles d'ordre n — 1 de la forme 

fd.r — 0. 

Sous la condition 

ity -h ii\ dx =: o, 

nous aurons n équations de la forme 

• •••••••••• .«f 

^c„_, = ( 3;,. , — #/, C;. ) dw. 
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A l'aide de ces n éqiialions, nous pouvons exjïrîiner en fonclîon de 5„ loules 
les dérivées partielles reslanles 5^"^ ..., z\^ ,, el, en poiianl leurs valeurs dans 
Téqualion 

nous obtenons une équation de la forme 

F djT z~ L -f- N (fj^ — o, 



où 



(Z(«)w;-h zi"-"//i4- z;"--o^-i" "''-+-• •• 



el où N a la même expression que celle par laquelle est donnée Féquation aux 
racines N = o. 

Comme dy -h tu dx est facteur dans l'expression N, alors par suite de Téqualion 

F dx =: f ^ H- N r/j: =: o 

pour dy -\- u^ dx =• o, L passe dans Frfxet s'annule. Nous déduisons de là une 
équation conditionnelle du (/i — lyème ordre 

II. F ^x =: o si dy H- w, dx =r o, 
que nous pouvons exprimer sous la lorme 

III. 'Ldx-^ IJ^''^ dz^*') -f- (Z<«) 1/, -+- ZV'-*0 ^-V'"*^ + . . . = o si dy-^-u.dx^o 



eme 



et nous obtenons sous la même forme les équations conditionnelles du {n — i)' 
ordre, sous toutes les conditions restantes 

dy -H u^ dx =10, . . . , dy -H Un dx = o, 

de l'équation linéaire donnée F=:o. 

Si toutes ces n équations conditionnelles du {n — iy«»n<' ordre sont intégrées, 
toutes les n dérivées partielles du {n — i^'èmc ordre sont alors déterminées au 
mo^en de leurs intégrales. Dans un tel cas, d'aprrs le paragraphe V, toutes les 
équations non conditionnelles peuvent être certainement intégrées, et nous 
obtenons par suite l'intégrale générale, sans l'aile des intégrales d'ordre n. Les 
équations compatibles ne contiennent pas, dans ce cas, de dérivées d'ordre n* 

Toute intégrale d'une de ces équations conditionnelles d'ordre n — i qui est 
intégrée séparément représente une intégrale intermédiaire d'ordre n — i, el 
exprime entre x,^, z la même dépendance que l'équation donnée F = o. 

Si l'équation donnée F = o, aux dérivées partielles d'ordre w, n'a pas la forme 
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linéaire, ses équations dérivées 

^F dF 

— z=zo et -T- = o 
dûp ay 

ont certainement la forme linéaire par rapport aux dérivées partielles d'ordre 
(/2 -h i), et par conséquent se changent, après multiplication par dx^ en des équa- 
tions conditionnelles d'ordre /i, 

-— dx = o el --r- dx •=. o, 
dx dy 

Ces deux formes d^équations conditionnelles, existant sous chaque condition de 
Téquation aux dérivées partielles d'ordre n donnée F = o, sont, il est vrai, les 
deux formes identiques de Téqualion conditionnelle que nous avons considérée 
jusqu'à présent. 

Mais non seulement les premières équations dérivées 

^F d¥ 

-r- =: O et -^ = o, 

dx dv 

qui sont des équations d'ordre (n + \)y mais aussi toute équation dérivée supé- 
rieure 

djcV- dy"'-^ ' 

d'un ordre quelconque (a-j-/^) a une forme linéaire relativement aux dérivées 
partielles les plus élevées et se change, par conséquent, sous chacune de ses con- 
ditions, en l'équation conditionnelle 

^djcz=zo. 

Une telle équation dérivée 4> = o, d'ordre {n -f- m), a, comme conséquence de 
l'équation donnée F = o, un sens plus général que cette dernière, et, par consé- 
quent, son intégrale générale contient, parmi ses n -\- m fonctions arbitraires, 
certainement toutes les n fonctions arbitraires de l'intégrale géni'rale de l'équation 
donnée F = o, dont les arguments sont déterminés par les équations 

dy -j- Uidx =z Of ..., dy -^ Undx=:o. 

Sous chacune de ces n conditions^ nous obtenons donc l'équation condition- 
nelle, d'ordre n-hni —i, 

^dx^=zo, 

dans laquelle entrent les dérivées partielles jusqu'à l'ordre n -h fh — i, et nous 
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pouvons la considérer comme une équation conditionnelle d'ordre (n-hm — i) 
de Téquation donnée F = o, si, dans le système d'équations compatibles, sont 
introduites toutes les dérivées partielles jusqu^à l'ordre (n -+- m — i). 

Toute équation conditionnelle 4>rfa: = o, d'ordre (/i -+- m — i), que nous 
obtenons ainsi, sous chacune des n conditions 

dy -\- Uicia: ^=:0f . . . , dy -^ Un dx z= o 

a (m -+- i) formes différentes, parce qu'il existe (/w -f- i) équations dérivées diffé- 
rentes = d'ordre (a -h /w), savoir 

,,, d"*F d'^F d'^F 

^*** , ^ = o, , ^ . . =0, . . . , , ^ =^ o. 

dx'^ dx'^-^dy dy^ 

Si toutes les n équations conditionnelles d'un ordre (n -h m — i) sont inté- 
grées, alors, outre leurs n intégrales qui sont toutes d'ordre (n -{- m — i), nous 
avons encore m équations finies du même ordre (/i -4- m — 1), 

,., f/^*-* F _ d'"- * F _ d'**-^ F __ 

■ • dx'^-' " ^' dx^'-'^dy - ^' • • •' dy^-^ - ^' 

Au moyen de ces (ai -4- m) équations finies, les (/i -+-//?) dérivées partielles 
d'ordre (/i -f- m — 1) sont toutes déterminées, et, par conséquent, d'après le pa- 
ragraphe V, toutes les équations non conditionnelles d'ordre inférieur sont inté- 
grées, et par suite on obtient l'intégrale générale de l'équation donnée F = o, au 
moyen d'un système d'équations compatibles contenant les dérivées partielles 
jusqu'à l'ordre (/i -|- m — 1) inclusivement. 

Au moyen des équations conditionnelles d'ordre /? -f- m — 1, nous intégrons 
évidemment, au lieu de l'équation donnée F = o, Téqualion dérivée = 0. Mais 
cette dernière a, outre les/2 racines de l'équation donnée, encore m autres racines; 
son intégrale contient donc m fonctions arbitraires de plus, et c'est seulement 
|>our des valeurs particulières de ces fondions qu'elle devient l'intégrale générale 
de l'équation donnée F = o. Ces fonctions en excès entrent dans l'intégrale géné- 
rale de l'équation = o, par les intégrales des équations conditionnelles en excès 
correspondant aux racines en excès, et, si nous déterminons par l'intégration ces 
fonctions en excès, nous obtenons alors l'intégrale générale de l'équation donnée 
F = o. 

Mais il n'est besoin ni de l'intégration des équations conditionnelles en excès, 
ni de la détermination des fonctions en excès : les équations finies IV représentent 
ces intégrales avec des fonctions déjà déterminées, parce qu'il existe seulement 
m 4- /i intégrales ou équations finies d'ordre m -f- /i — i. Ainsi les fonctions en 
excès disparaissent d'elles-mêmes par intégration successive des équations condi- 

Fac, de T., a» S., VII. ig 
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llonnelles supérieures. Le nombre des équalioDS intégrables doit être n; îl n'est 
pas besoin d'examiner de quelle forme elles sont, et si elles proviennent effecti- 
vement d'une même équation dérivée = o, car leurs n intégrales, par suite des 
différentes fonctions arbitraires qui y entrent, ne peuvent être identiques, et con- 
tiennent toujours, avec les m équations IV, les /w -f- /i équations du (m -f- /i — ly*^"»*^ 
ordre qui existent en général. 

Chaque intégrale dii m**"* ordre obtenue rf = o d'une des équations compatibles 
représente (pour une forme normale par elle-même, et pour une forme non nor- 
male, après délerminalion de tous les arguments qui y entrent), une équation aux 
dérivées parlielles d'ordre m. 

Une lelle iatégrale ^ = o a ou bien le même sens que l'équation donnée F = o, 
ou un sens plus général; dans chaque cas son intégrale générale contient au moins 
les mêmes fonctions arbitraires que l'intégrale générale de l'équation donnée F = o. 
Si donc dans l'intégrale ^=o n'entre pas une fonction arbitraire de l'intégrale 
générale cherchée, alors, sous une condition correspondant à l'argument de cette 

fonction, Téq nation éf = o a certainement les deux formes -r-dx = o et -r-dx = o 

^ dx dy 

d'une équation conditionnelle d'ordre m, et, pour une forme linéaire, encore une 
équation conditionnelle êdx=^o d'ordre m — i, lesquelles peuvent être consi- 
dérées comme des équations conditionnelles de l'équation donnée ^=0. 

Il est ainsi évidemment possible d'obtenir, au moyen des intégrales trouvées, 
sous chaque condition de l'équation donnée F = o, les équations conditionnelles 
de tous les ordres depuis o jusqu'à /i; au moyen des équations dérivées, nous 
obtenons toujours, sous les différentes formes, les équations conditionnelles de 
tous les ordres depuis n jusqu'à oo. 

Sous chacune des n conditions de l'équation aux dérivées parlielles d'ordre n 
donnée F = o, existe par conséquent une série infinie d'équations conditionnelles 
de tous les ordres depuis o jusqu'à oo. Si une équation conditionnelle est intégrée 
dans chaque série, nous avons alors en général n intégrales d'ordre différent, dont 
chacune contient une nouvelle fonction arbitraire. Si l'ordre de toutes cesn inté- 
grales n'est pas supérieur à /i, nous obtenons, en les amenant au moyen d'une 
différentiation à l'ordre /t, n équations d'ordre n qui, contenant chacune une 
fonction arbitraire particulière, ne sont pas identiques entre elles. Ces n équa- 
tions, avec Téquation donnée F = o, contiennent les /i-t- 1 équations d'ordre /i, 
par lesquelles sont déterminées toutes les /i+i dérivées partielles d'ordre n. 
D'après le paragraphe Y, toutes les équations compatibles d'ordre inférieur 
peuvent alors être intégrées et l'intégrale générale est obtenue avec n fonctions 
arbitraires différentes. Si l'ordre de l'une des n intégrales trouvées, de plusieurs, 
ou de toutes les n surpasse /z, en les amenant au moyen d'une différentiation au 
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même ordre n-\-m^ c'est-à-dire à Tordre le plus élevé de ces intégrales, nous 
obtenons n équations d'ordre /i -t- m qui, avec les m -f- i équations dérivées 

constituent toutes les a 4- /w -f- 1 équations non identiques d'ordre /i + m. 
D'après le paragraphe V, toutes les équations d'ordre supérieur sont intégrées 
dans le même cas, et l'intégrale générale est obtenue avec n fonctions arbi- 
traires. 



VIII. — Des racines multiples de l'équation aux racines. 

L'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles d'ordre n donnée F = o, 
obtenue au moyen de l'intégration des équations compatibles, contient en général 
n fonctions arbitraires dont les arguments sonl déterminés par les intégrales des 
conditions. Ces conditions sont exprimées au moyen des n racines de l'équation 
aux racines. 

Si, par conséquent, dans l'équation aux racines, m racines se confondent, 
alors m arguments se changent en un seul argument, et de ce seul argument dé- 
pendent m fonctions arbitraires dans l'intégrale générale. 

Soit a cet argument; nous allons évidemment avoir alors, pour la condition 
da = Oj n équations conditionnelles qui s'intègrent, par lesquelles s'introduisent 
ces fonctions arbitraires. Si ces m équations conditionnelles sont intégrées sépa- 
rément, elles peuvent être des formes différentes de même ordre ou d'ordre diffé- 
rent; en général elles sont intégrées l'une au moyen de l'autre. Dans un tel cas, 
l'intégration des équations conditionnelles, au moyen d'intégrales contenant des 
fonctions arbitraires de a, sert à l'introduction de nouvelles fonctions du même 
argument a. Si, d'après le second procédé d'intégration successive, une équation 
non conditionnelle est intégrée pour une valeur constante du seul argument a^ 
alors, comme nous l'avons vu, la constante d'intégration k est une fonction indé- 
terminée de a; si a correspond à une racine multiple, k sera en général une nou- 
velle forme de toutes les fonctions arbitraires dépendant de a; par conséquent, 
quapd nous n'avons pas une seule de ces fonctions, nous pouvons considérer k 
comme une fonction arbitraire, et nous obtenons ainsi une nouvelle fonction arbi- 
traire de a sans équation conditionnelle particulière. 

Il peut y avoir plusieurs racines multiples dans l'équation aux racines; de l'ar- 
gument correspondant à chacune d'elles dépendent plusieurs fonctions arbitraires 
dans l'intégrale générale. 
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EXOIPLES d'intégration AU MOYEN d'ÉQUATIONS CONDITIONNELLES 

DE DIFFÉRENTS ORDRES. 

Exemple I. 

hp -+- kq H- s{r-\- t) = o. 

Celle éqiialion du troisième ordre s'inl^gre au moyen d'une équation condition- 
nelle du deuxième ordre et de deux équations conditionnelles du premier ordre. 
Ces équations sont icîrf^ = o, dx = o, pdy — qdx = o. Multiplions l'équa-^ 
lion donnée par dx^ nous obtenons, sous la condition dy = o, 

p ds -h q dt -h s dp -^ l dq =: o si df=:o 

et de là l'intégrale intermédiaire 

Avant multiplié celte intégrale par dy^ nous obtenons, sous la condition dx = o, 

pdp-hqdq=:L^-^ 

et de là l'intégrale intermédiaire 

que Ton a déjà intégrée dans l'exemple I du paragraphe VI, au moyen d'une équa- 
tion conditionnelle du premier ordre. 

Exemple VI IL 

s{x-hy) z= mp -h nq^ 

où m et n sont des constantes. 

Cette équation du second ordre s'intègre par intégration successive seulement 
quand une des constantes, n par exemple, est un nombre entier positif, et, dans 
ce cas, au moyen de deux équations conditionnelles du (/i -+- i)'*"* et du /i*'"* ordre. 
Si cette condition n'est pas satisfaite, l'intégrale générale sera obtenue au para- 
graphe suivant. 

Les conditions sont ici 

dxz=zo^ dy=zo. 

Ayant mis l'équation donnée sous la forme 

¥ =. z\(x -Hj) — mz' — nZi^^Of 
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nous obtenons une première équation dérivée par rapport à x^ 

F= z\ (x -+-/) — ms"— (/i — \)z\ = o, 

et de là nous tirons la loi générale de toutes les équations dérivées 

(I) Fr^s;,«VU^-t-7)-('w-0^r^^-(/i-«)4't\ = o. 

Kn faisant w = /i, i^ = o, nous obtenons la n*^"*® équation dérivée par rapport à x 

Sous la condition dx^=i o, nous obtenons de là, après multiplication par dy^ une 
équation conditionnelle d'ordre /i + i ? 

{x-\- y)dz^^'^^^— mz^'^-^^'^ dyz=.Q si dx^=Oy 
dont l'intégrale sera 

De là nous obtenons, sous la condition e/^ =r o, après multiplication par dx^ une 
équation conditionnelle dWdre /i, 

dont Tintégrale est 

( 3) 5^"^= / [^x -v- yy^ f X dx -\- ^y\ 

d'où Ton déduit l'intégrale générale au mojen d'une quadrature, laquelle, à l'aide 
de l'équation (1), se simplifie de la manière suivante : 

De 5^"^ nous déduisons ^^/'^ au niojen d'une différentiation par rapport ày; de 
^^/'' et 5^"^ nous déduisons z^"~*^ au moyen de l'équation (i); de z^'^^ el z\''~*^ 
nous déduisons .3^''~*^ sous la forme déterminée au moyen d'une quadrature. Nous 
obtenons de la même manière 3^"~^^, -s^'*"'^, ... et enfin 5, c'est-à-dire l'intégrale 

générale 

5 = X-h-Yj, 



où 
1 



.2. . .n\ = {x -h/)'* / (x -^yy^/xdx— n{x-{-y)"-^ j {x -h y)"*'^^ fxdj- 

4- ^^^^"" {x 4- y)""* f{x-hyy"-^^/x dx—,,., 
I • 2 j 

i.2.../iY,= (ar-4-j)«<p7-r A(x-^j')'*-' Jcpyr/j 

'^B{x-hy)''-^jJ(^y dy*-^ C(x -+- yY''' J J hydy^-^ , . . , 

A=:— /i(m -f- 1), 2B = (i — /i)(m -+- 2)A, 3C=: (2 — /i) (m-i- 3)B, 



• • I 
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Les deux expressions X et Y, sont finies, si n est un nombre entier positif. Si, 
dans Téquation donnée 

s(x 4- y ) =: mp ■+■ nq, 

m et n sont des nombres positifs et entiers, l'intégrale générale s'obtient sous les 
(|uatre formes 

C=X4-Y„ 3=:X.+ Y, 5z=X-h-Y, 5 = X,-4-Y„ 

qui se ramènent, par conséquent, à une seule forme 

z ■=.\^-\- Y,, 

et cette forme, comme nous le verrons au paragraphe suivant, représente Tinté- 
grale générale de l'équation 

pour toutes les valeurs des constantes m et n. 



IX. — Dks intéguales des équations compatibles. 

En introduisant les équations conditionnelles des différents ordres dans les 
équations compatibles, nous obtenons ainsi, en général, les intégrales de tous les 
ordres différents de o à oo. Chacune de ces intégrales a le même sens ou un sens 
plus général que l'équation donnée, et dans lé premier cas nous l'appellerons 
intégrale intermédiaire, dans le second cas intégrale conditionnelle de 
Téquation aux dérivées partielles donnée. En considérant comme des fonctions 
arbitraires d'une équation aux dérivées partielles quelconque, non seulement les 
fonctions arbitraires qui entrent déjà ici explicitement, mais aussi toutes les 
fonctions arbitraires d'intégration qui ne sont pas encore exprimées explicitement, 
nous pouvons dire que l'intégrale intermédiaire a les mêmes fonctions arbitraires 
que l'équation donnée et que l'intégrale conditionnelle contient des fonctions 
arbitraires en plus. Par intégration successive de l'équation donnée, ces fonctions 
superflues ne deviennent pas explicites, parce que, dans ce procédé, nous n'inté- 
grons pas sous des conditions en plus. Seulement, quand, au lieu de l'équation 
donnée, nous intégrons son intégrale conditionnelle, nous obtenons des fonctions 
arbitraires en excès dans Tintégrale générale trouvée, et la condition sous laquelle 
cette intégrale conditionnelle devient une équation équivalente à Téquation donnée 
consiste en ce que ces fonctions arbitraires en excès prennent des valeurs déter- 
minées pour lesquelles l'intégrale générale trouvée se change en intégrale générale 
de Téquation donnée. 
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Comme forme partîciillère des intégrales inlermédiaires et conditionnelles, 
nous devons considérer toutes les équations dérivées de Téqualion donnée. Si une 
équation aux dérivées partielles du n**"* ordre F=o nous est donnée, toute 

équation qui est formée au moyen des équations F = o, -j- = o et -7- = o, est 

appelée équation dérivée du (n + i)**"" ordre de F = o, et sera une intégrale condi- 
tionnelle du (/iH-i)**"* ordre, dans laquelle le nombre des fondions arbitraires 

d^intégration est égal à o. Si, au moyen des équations -7- = o et -3- = o, on réussit 

à éliminer de Féquation F = o une fonction arbitraire qui peut y entrer sous des 
Formes quelconques arbitraires, nous obtenons une équation dérivée équivalente 
à Téquation donnée, c'est-à-dire une intégrale intermédiaire du (/i -h i)»«"« ordre. 

Outre les intégrales intermédiaires et conditionnelles, nous devons encore con- 
sidérer les intégrales des équations compatibles dans lesquelles il n'y a pas assez 
de fonctions arbitraires. De telles intégrales se nomment intégrales particu- 
lières de l'équation donnée et s'obtiennent par intégration successive, quand 
l'intégration des équations compatibles, pour des valeurs arbitraires des fonctions 
qui y entrent, ne réussit pas, mais est possible pour des valeurs particulières. 

En même temps a|>paraissent aussi, avec ces intégrales particulières, les intégrales 
dans lesquelles, avec un manque de quelques fonctions arbitraires, entrent des 
fonctions arbitraires superflues d'autres arguments. Nous appellerons de telles inté- 
g^rales intégrales compatibles de l'équation donnée, si elles contiennent des 
fonctions arbitraires qui entrent aussi dans l'équation donnée, intégrales non 
compatibles si elles n'ont pas du tout de fonctions arbitraires communes avec 
l'équation donnée. Toutes les intégrales des équations compatibles sont compa- 
tibles avec l'équation donnée et, en général, compatibles entre elles. 

Si, au moyen d'équations compatibles, nous intégrons l'équation aux dérivées 
partielles du n'*"* donné F = o, alors toute fonclion arbitraire d'intégration 
apparaît pour la ^première fois dans l'intégrale d'une équation conditionnelle 
d'ordre déterminé. Si, au moyen de celte intégrale, des intégrales d'ordre supé- 
rieur sont obtenues, la fonction arbitraire prend ici des formes inférieures avec les 
signes des dérivées, mais, en général, elle prend seulement des formes supérieures 

sous le signe / par le passage à des intégrales d'ordre supérieur. En tout cas le 

nombre des formes que cette fonction arbitraire a dans l'intégrale générale dé|)end 
de l'ordre de l'équation conditionnelle qui s'intègre, et, entre les limites 1 et 00, 
n'est limitée par rien; il peut non seulement être infini, mais, en général, il sera 
évidemment infini. 

Nous appellerons l'intégrale générale rationnelle, si toutes les fonctions dérivées 
qui y entrent ont un nombre fini de formes différentes, et irrationnelle s'il y 
entre des fonctions arbitraires avec un nombre infini de formes différentes, une 
telle intégrale n'étant pas obtenue par intégrations successives. 
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L'intégrale générale de Téquahon du second ordre 

t — /\r"' {voir exemple IX) 

resie irrationnelle pour toutes les valeurs de /i, en excluant les valeurs 

pour lesquelles elle devient rationnelle 

Mais, pour /?= i , celte intégrale générale ne s'exprime pas du tout par des 
['onctions arbitraires. 

L'Intégrale générale avec des fonctions arbitraires n'est pas à beaucoup près la 
forme générale de l'intégrale générale. L'intégrale générale de l'équation t = rx^'^ 
s'exprime, pour toutes les valeurs de /i, par des intégrales définies. 

L'intégrale générale de l'équation s-= smz qui, en Géométrie, représente toutes 
les surfaces s'appliqnant sur une sphère, ne s'exprime pas par des fonctions 
arbitraires, maïs s'exprime au moyen de deux séries indéfinies avec des constantes 
arbitraires. 

Par de telles séries iufinies de constantes arbitraires s'exprime aussi toute inté- 
grale générale avec des fonctions arbitraires, le nombre de ces séries étant toujours 
égal à l'ordre de l'équation aux dérivées partielles intégrée. Pour obtenir dételles 
séries dans l'intégrale générale, au lieu de fonctions arbitraires, nous pouvons 
développer chacune de ces fonctions arbitraires en série, suivant les puissances 
de l'argument, avec des coefficients constants indéterminés. Une fonction arbi- 
traire, avec un nombre infini de formes différentes d'un tel développement en 
série, n'exige pas de constante arbitraire; si nous lui ajoutons une valeur constante 

arbitraire, alors les constantes arbitraires restantes se cachent sous le signe / 

dans les différentes formes de cette fonction. 

Les intégrales déjà définies à Torigine présentent de telles séries infinies de 
constantes arbitraires. 

En outre, nous obtenons des intégrales générales avec des séries de constantes 
arbitraires, au moyen des intégrales particulières avec constantes arbitraires. Si 
l'équation donnée est linéaire, son intégrale générale sera alors la somme des inté- 
grales particulières. Des séries infinies de constantes dans l'intégrale générale sont 
parfois additionnées et s'expriment au moyen de fonctions arbitraires. Un exemple 
d'une telle composition est le suivant : 

Exemple VIIL 

s{^x -t- r ) -=^ mp -+- nqy 

ù m et /t sont des constantes. 
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L'intégrale parlicuiière 



z =1 (x -h a)'* {y — a) 



m 



satisfait à l'équation donnée pour toutes les valeurs de la constante a, et, comme 
Péquation donnée est linéaire, nous déduisons de là une intégrale plus générale 

(i) 5=:6(d:4-a)'»(7— a)"* -h 6i(j7 4- aj)" (y — CTi)'« -h 6j(j:-+- «,)"(/ — «8 )'"-+-•••» 

avec deux séries de constantes arbitraires a, ai, ..., 6, 6|, .... Nous pouvons 
considérer cette intégrale comme Tiutégrale générale seulement quand ni m, ni n 
n'est un nombre entier positif, parce que seulement alors les deux séries ne 
discontinuent pas, ni ne se changent en une seule série. 

En désignant x -^-y par u et en ordonnant l'intégrale (i) suivant les puissances 
de 1/, nous l'obtenons, après avoir remplacé y par u — or, sous la forme suivante : 

fxr=. h{x-\'aY -+-6j(a?-i-a,)'» -h..., 

—f^x = m j b{x 4- a)'»-^*-h 6,(ar -+- a»)"-*-» 4-. . . |. 

-h/,a? = — ^ ^ j b{x 4- aY^^-^ b,{x -+- a,)''-^»4-. . . j, 



Si n n'est pas un nombre entier positif, alors fx est entièrement une fonction 
arbitraire de x^ développée en une série infinie suivant les puissances de x. 
Des séries, par lesquelles s'expriment les fonctions f\X^ f^x^ .. ., résulte 

(3) < rr 

1 2/, ^ = — m(i — m)(/i-f-i)(/i-i-2)/ / fx dx*, 



En portant ces valeurs dans l'équation (2) nous obtenons une partie de l'inté- 
grale générale. En ordonnant l'équation (1) suivant les puissances de e/, après avoir 
remplacé x par u — y^ nous obtenons la seconde partie de l'intégrale sous la forme 

où <fy est une fonction arbitraire de 7, 

(4) j 2©,y = --/i(i~/i)(m + i)(m4-2) /j (p/^J""» 

Foc. de T. y 1* S., VIL 20 
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Nous déduisons de là Tînlégrale générale 

-h «"9/ -f- M'''"*9iy H- w''~'9ty -+-..., 

sous I*liypolhèse que ni m, ni n n*esi un nombre entier positif, et alors le nombre 
des formes différentes des fonctions arbitraires f el o est infini. Nous avons 
obtenu celte même intégrale générale, dans l'exemple VIII (§ Vlll), sous la 
forme 

5 m Al -h I I, 

mais seulement sous l'hypothèse que m ou n est un nombre en lier |)Ositif, et dans 
( e cas rintégrale générale devient rationnelle, parce que ses deux parties s'arrêtent. 



Exemple /yf. 
Ur -+-S5 H- T^ = o, 

où R, S et T sont des fonctions données de x et ^ ou de p et q. 

En désignant par e et £ les racines de cette équation du second ordre, nous la 
mettons sous la forme 

F = /• — s{e 4- £) H- les = o. 

Les deux équations conditionnelles de la forme ¥dx = o que nous en dédui- 
sons, d'après le paragraphe VU, sont 

dp — £ dfj =z o si dy -r- e dx z=: o^ 
dp — e df/ zizo si dy -r- sdx =zo. 

Supposons d^abord que II, S, T et, par conséquent, e et £, soient donnés 
comme fonctions de x et ^. 
Alors les équations 

dy -i-cdx = o et dj'-r-tdxzizo 

s'intègrent comme de simples équations différentielles, et, au moyen des intégrales 
trouvées, nous déterminerons x et y comme des fonctions des conslanles d'inté- 
gration a et a. Pour intégrer les équations conditionnelles 

dp — tdpz=LO si da = o, 
dp — edqzzzo si dx^^ o, 

nous les combinons suivant le second procédé d'intégrations successives et nous 
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obtiendrons 

dp z= Of dq = o, 

d'où les intégrales/? = consl., g =. consl. 

Les deux coDStanles d^inlégralion p et </, par conséquent les fonctions indé- 
terminées des deux arguments a et a aussi, s*expnment indépendamment de la 
variable principale z. En désignant par/?', q'^ /?|, qi les dérivées de p et q par 

t 

rapport aux arguments a et a, nous amenons Téquation 

dp — tdq =io, 

qui est exacte si a ne change pas, c'est-à-dire si a seulement varie, à la forme 
suivante 

De la même manière, Téquation 

dp — edq z=zo si dGc=zo, 

est également mise sous la forme 

{p' — eq')da^^o, 

et nous obtenons, par suite, les deux équations 

(i) p'—eq' — o, 

(2) /?, — e^j— o. 

En prenant les dérivées de la première équation par rapport h a, de la seconde 
équation par rapport à a et en les retranchant, nous obtenons Téquation aux 
dérivées partielles du second ordre de q par rapport à a et a 

(3) ,'-J3^^ï^, 
* "s — e e — t 

qui ne s'intègre pas sous la forme générale au moyen des équations compatibles. 
En revenant à la notation ordinaire, z, ^ et^ au lieu de q, a cl a, nous mettons 
Téquation (3) sous la forme 

s = pf{x,y)-^q(s^{x,y). 

Cette équation, comme nous le voyons, s'intègre sous la forme générale, mais 
rintégrale générale qu'on obtient est irrationnelle. Mais nous pouvons l'intégrer 
d'abord pour des valeurs de ^ et de y* pour lesquelles l'intégrale générale est 
obtenue sous la forme rationnelle et nous rapprocher par voie de généralisation 
de la forme générale. 
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Ajant délermiDé q au moyen de rinlégration de Téqualion (3), nous obtenons 
au moyen des équations (i) et (2) 

dp ■=. eq' da -h £^, dct 

et, par suite, p au moyen d'une quadrature mécanique. 

L'intégrale générale se déduit alors, au moyen d'une quadrature, de l'équation 

dz :=! p dx -\- q dy=i {px' -^qy') da -h (pxi -h qy^ ) dot. 

Si, dans l'équation donnée, R, S et T sont donnés comme des fonctions de p 

et q^ nous avons les mêmes équations, mais avec/> et q au lieu de y et x^ et, par 

conséquent, nous obtenons, de la même manière, l'intégrale générale. 

En posant 

K = x^% S=io, T = — I, 

nous obtenons l'équation 
Les racines sont ici 



> 6 *A, , 



par conséquent les équations conditionnelles sont 

dp -H JT"" dq ^=0 si dy -\- x^^ dx -=. o, 
dp — x-^ dq ^=.0 si dy — x-'^dx^zo. 

Les intégrales des conditions sont 

vH =:2a et y = — 20c; 

d'où nous tirons 



n 



y = {a — (x), a? = [(i — /i)(a4-a)]»-", e =— e = [(i — /i) (a -t- a)]«-» 
et, d'après ces valeurs, l'équation (3) prend la forme ^ 

7i= — 12 LU ou /n=: 



a H- a 2(j — n) 

Nous avons déjà intégré celte équation dans l'exemple VIII et, par conséquent, 

nous avons l'intégrale générale de l'équation t = rx^". 

En posant m = n dans la forme x; == X, -h Y, de l'exemple VIII, nous obtenons 

l'équation 

^_ m{p-^q) 

x-^y 
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eirintégrale générale 

s=r:(j?-l-y)"*(/a: + 97) -h A (j? -4- /)'"-*( i fœdx -h / ^Y dy\ 

A =— m(/n-i- i), aB = (i — m) (m -h 2)A, 3C= (2 — m) (m 4- 3)B, 

qui est rationnelle pour toutes les valeurs entières de m, irrationnelle pour toutes 
les autres valeurs. Remplaçant x par x -{- m ei égalant m à l'infini, nous obtenons 
l'équation s =p-{' q^ dont Tintégrale générale n'a de limite finie pour aucune 
valeur des fonctions arbitraires, c*est-à-dire ne s'exprime pas par des fonctions 
arbitraires. 

Exemple yV, 

/(r,5, = 0. 

En posant 

F zn /( r, 5, 0, dF=:Rdr-\-Sds-}-Tdt, 

nous obtenons l'équation aux racines 

dont nous désignerons les racines par e et e. 

D'après le paragraphe IV ou le paragraphe VU, nous déduisons de là les deux 
formes des deux équations conditionnelles, 



dr — edszno 


ou 


ds — edl=zo 


si 


dy -^ edx — 0, 


dr — eds — 


ou 


ds — edt — 


si 


dy -\-e dx 0. 



Comme e et e sont des fonctions données de r, s et /, après élimination de t au 
moyen de /(r, .ç, /) = o, nous pouvons intégrer les équations dr — Eds=o et 
dr — eds = o comme de simples équations diflerenlielles et, par conséquent, 
déterminer /* et s comme des fonctions des constantes d'intégration a et a. 

Par suite, au moyen de /(r, s, t) = o, nous obtenons d'abord t et ensuite e et e 

comme fonctions de a et a. Si e et e sont fondions de a et a, alors l'intégration des 

équations 

dy -\- edxz=zo si da=zOy 

dy -h edx=zo si d(X'=o 

se ramène, comme dans l'exemple précédent, à l'intégration de la forme fonda- 
mentale 

et, par suite, nous obtenons ^ et ^ comme fonctions de a et a. 
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Au moyen d'une quadrature s'intègrent alors, d'abord les équations 

dpT=i r dx -\- sdy el dq=.sdx •\- t dy, 

et ensuite l'équation 

dz = p dx + q dj'y 

dont l'intégrale sera l'intégrale générale. 

Exemple AL 

Cette équation aux dérivées partielles du troisième ordre, après extraction de 
la racine carrée et division par t\/t^ se ramène à la forme 



V = s-h^--k'-^l''-^^^o 



et nous obtenons, par suite, l'équation aux racines 



„3_„.^_„^ + ry/^^o. 



dont les racines sont 



les deux premières racines sont égales. 

D'après le paragraphe VII, nous avons, sous la condition rf^ + i/~r/x = o, 
l'équation conditionnelle du second ordre, de la forme Frfj: = o, 



r fr 

dv dt-=.o si dy -^ k/ - dx =1 o, 



dont l'intégrale est 



(0 7=^'. 

La condition rfy + 4/-rfj: = o prend, par suite de celte intégrale, la forme 
dy -^-b^ dx = o, et nous déduisons de là son intégrale 

(2) y -^ b*x=^2a, 

par laquelle est déterminé l'argument a. 
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Exemple XIL 
{h-\- k){^y -\'X) = r-^ L 

Les conditions sont ici dy = o, dx = o et dy — dx = o; les arguments sont, 
par conséquent, y^ x el y — x. 

Sous la condition dy — dx = o^ Tëquation donnée, après multiplication par^j7, 
se change en Téquation conditionnelle du second ordre 

{y -h x)ds=:d{p -h q)'-'Sd{y-hx) si e/(j — d?) = o, 

dont l'intégrale est 

(0 s(y -h x) — (p -h q) — /(y — x). 

De la même manière, nous obtenons, au moyen de l'équation donnée, sous la 
condition dy = o, la deuxième équation conditionnelle du second ordre 

{y -^ x) d{s -\- t) =: dp -}- t dx si dyz=o, 

laquelle, par suite de l'intégrale (i), prend la forme 

, t d[p -hq — sir -\-x)] /'(y — x^dx , , 

d = -^ -^ \t ^ = :^-— — , SI dy=zo, 

et nous obtenons, par conséquent, l'intégrale 

/'{y'-'X)dx _ /(r — -27) ^ C S^y~^^^'^ 



^ xm rf'(y'-'X)dx ,- /(r — ^) r 



(y-^xy 



En multipliant cette intégrale par {y-i'X)dy^ nous obtenons, sous la condi- 
tion dx = o, une troisième équation conditionnelle, dont l'intégrale est 

Au mojen de cette intégrale, l'équation non conditionnelle dz =pdx + qdy 
s'intègre, d'après le deuxième procédé, pour dx = o, et nous obtenons, par suite, 
rintégrale générale 

z z=z (9'j7 4- 4*'/) iy -^ ^) — 20^ — 2^y 
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X. — Des RACINES dépendant de leurs ARGUMENTS. 

Nous avons vu que, pour rinlégratîon d^équalions compatibles, il est nécessaire 
que loiUes les conditions s'intègrent et, sous chaque condition, une équation 
conditionnelle d'ordre choisi à volonté. Ces conditions et équations condition- 
iielles sont déterminées par les racines de l'équation aux racines qui, sous la forme 
générale, ne se résout pas algébriquement. Mais si nous ne pouvons pas déter- 
miner les racines, parce que nous ne pouvons pas les exprimer comme fonctions 
(les variables principales, alors, comme nous le voj'ons, il reste encore la possi- 
bilité de les exprimer autrement et nous considérerons ici une propriété de ces 
racines, pour laquelle, en évitant la résolution de l'équation aux racines, nous 
pouvons en efiet obtenir les intégrales des équations compatibles dont dépend 
l'intégration de toutes les autres. 

Cette propriété des racines consiste en ceci, que chaque racine ne dépend que 
de son argument; examinons cette propriété. 

En désignant les arguments de toutes les conditions par a, a, û, . . ., les racines 
qui en dépendent par 6, ^, b, . . ., nous avons les conditions 

dy -^ bdœ^^o, dy -t- (3 a^j:- =: o, dy -^\idx-=o^ 

et nous en déduisons les intégrales des conditions 

(I) y^bx = a, ysr^x — a, y-\-\yx = (x, 

par lesquelles sont déterminés les arguments. 

Soit F = o l'équation aux dérivées partielles du n'*^™* ordre donnée. 

En posant 

^F = X e/^ -f- Y dy -h Z^") c?5^«) -H . . . 4- z„ dz,,, 

nous avons l'équation aux racines 

Z(«) £/« + VC'^Ul^ » H- . . . -h Z« HZ o, 

dont les racines seront é^, ^, b, . . . . 

D'après une propriété connue des équations algébriques, nous déduirons de là 
les n équations suivantes 

^ + (3-Hb-h = - ZV'-*^ : Z^"\ 

6(3 -h (3b -+- bZ^ -+-. . .3=-i-ZV'-'^ :Z(«\ 

(U) { 6(3b-+- = -Z'3"-'':Z(«), 

» 

6{3b -itz^ :Z'«>. 

Fac. de T., a» S., Vil. 21 
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Toutes ces n équations (H), dont Tordre n'est pas supérieur à /i, est en général 
égal à /?, mais peut aussi être inférieur à n^ sont certainement des intégrales des 
équations compatibles, parce qu'il n'existe pas d'autres équations finies. Comme 
nous avons déjà des intégrales des conditions et comme les intégrales des équa- 
tions non conditionnelles contiennent toujours de nouvelles formes sous le signe / 

(|ui n y entrent pas, nous en concluons que les équations (II) représentent les 
intégrales de toutes les équations conditionnelles qui, combinées avec les inté- 
grales des conditions (1). exercent une influence sur Tintégration de toutes les 
équations non conditionnelles dans lesquelles les racines n'entrent plus déjà. 

Des équations (1) et (II) nous déduirons, par conséquent, l'intégrale générale 
en évitant la résolution de l'équation aux racines et, comme nous le verrons, 
toujours par une simple quadrature. 

Dans deux cas cependant, cette intégrale générale, par suite de l'identité entre 
les équations (1) et (H), ne peut être obtenue; nous examinerons ces cas. 

Les équations (1) ne peuvent être identiques entre elles que lorsque l'équation 
aux racines contient des racines ég«iles, mais dans ce cas ces équations représentent 
toujours les intégrales de toutes les conditions, dont le nombre diminue seulement. 
Mais, dans un tel cas, si par exemple la racine b est égale à la racine ^, deux des 
équations (II) deviennent identiques et, au lieu d'introduire deux fonctions arbi- 
traires, d^in seul et même argument, elles définissent simplement deux fois une 
même fonction b. Pour les racines égales de l'équation aux racines se manifeste 
par conséquent l'identité entre les équations (II), et la première diminution dans 
le nombre des fonctions arbitraires par suite de cette identité. 

La deuxième diminution dans le nombre des fonctions arbitraires provient de 
l'identité des équations (1) avec les équations (II). 

Les équations (I) déterminent tous les arguments comme des fonctions de x 
et y et, en outre, des équations finies entre x ei y n'existent pas. L'équation aux 
racines détermine toutes les racines comme fonctions des variables principales. Si, 
par suite de celte détermination, une racine, par exemple, ne dépend pas des déri- 
vées partielles y compris 5, alors elle représente une équation entre x et y de la 
forme b = '^{x^ y)^ qui doit certainement être identique à l'équation y-}- 6x = a 
définissant l'argument b ou a. Une telle racine, exprimée en x et y, exerce une 
influence sur la diminution du nombre non seulement des intégrales, mais aussi 
deiv fonctions arbitraires dont une est déterminée par elle. 

Comment est obtenue l'intégrale générale dans ces deux cas, c'est ce que nous 
verrons au paragraplie suivant; nous considérerons actuellement pourquelle forme 
de l'équation aux dérivées partielles du /i*«»"« ordre donnée F = o les racines 
dépendent de leurs arguments. 

L'équation aux racines 
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après division par Z^"^, |)reDd la forme 

OÙ C<, Co, ..., C/, coDliennenl des dérivées partielles, en général jusqu'à Tordre n 
inclusivement. 

La diiïerentielle tolale de M pour u constant, 

dM ^ dM . 
^dx^^dy = o, 

exprime la condition sous laquelle une racine quelconque u ne change pas. Si celte 
racine est une fonction de son argument, alors elle ne change pas si Targument 
ne varie pas, et ceci toujours seulement sous la condition 

dy -h u dx =: o. 

De ridentité de ces deux conditions, sous lesquelles u ne varie pas, nous tirons 
une nouvelle équation 

/iif\ , t/M rfM 

du n'*"* degré par rapport à u et, en général, du n -\- 1**"® ordre par rapport aux 
dérivées partielles. 

Par cette équation L = o sont déterminées n racines qui ne dépendent que de 
leurs arguments et si, par conséquent, les équations 

M ::= o et L =1 o 

ont une racine commune, cette racine commune sera une racine de Téquation 
donnée F = o et ne dépendra que de son argument. 

De chaque racine commune nous déduisons, dans chaque cas, indépendam- 
ment des propriétés de toutes les racines restantes, deux intégrales 

c'est-à-dire une nouvelle intégrale d'une équation conditionnelle dont la racine 
ou l'argument est u. Cette intégrale sera une intégrale conditionnelle d'ordre /?, 
s'il y entre des dérivées partielles d'ordre n\ ce sera une intégrale intermédiaire 
d'ordre n — i, si les dérivées partielles d'ordre n n'j entrent pas, parce qu'elle 
contient une fonction arbitraire seulement. De là résulte que les dérivées partielles 
d'ordre n — i doivent y entrer, parce que, parmi les intégrales des équations com- 
patibles, des intégrales particulières ne sont jamais obtenues (voir § VIII). 

Si dans la racine de l'équation aux racines qui dépend de son argument n'entrent 
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pas de dérivées parliclles d'ordre n — i, toutes les dérivées partielles restantes, 
avec z^ ne peuvent y entrer et, dans ce cas, les deux intégrales 

deviennent identiques enlre elles. 

Si loutes les racines de Téquation donnée F = o dépendent de leurs arguments, 
alors les deux équations M = o et L= o deviennent identiques pour les n valeurs 
de la racine u. En égalant les coefficients des mêmes puissances de u^ nous obte- 
nons n équations qui servent à traduire la dépendance entre les racines et leurs 
arguments et, par conséquent, Tintégrabilité de Féquation donnée sans résolution 
de l'équation aux racines. 

En mettant Téquation aux racines sous la forme 

M = £/« -h C, 1/"-» -f- C, !/'»-* H- ... + Cn = o 

A' \ .1»' .• ¥ ^^^ ^^ • . I • J 

et, en développant 1 équation L= -^ ^^"If ^^ ^ suivant les puissances de w, 

nous obtenons ces n équations sous la forme suivante 

1 Cl ^Ci dÇj^ r/Ci 

dy dy dx * 

Cj c^Cj dÇt^ ^Cî _ 
dy dy dx ' 

(IV) ( C.^Ci ^C, éfC, 

= o, 



dy dy dx 



^n dÇi\ dCn 

= O. 



dy dx 

Chacune de ces équations doit se changer en l'identité o = o, soit d'elle-même, 

. , ^ , ^ dF dF 

ou par suite des équations r = o, -j— = o, -7- = o. 

Nous pouvons donner encore une autre forme à ces n équations. Bien que les 
racines b, ^, b, ... de l'équation aux racines ne soient pas connues, nous pouvons, 

comme on le sait, déterminer la somme de puissances quelconques de ces racines. 

b"*^ -f- 3"* -{~ b"* -♦- 
En désignant, d'une manière générale, '-^ par S^i, nous ob- 
tenons 

^S,„ . ,„ ,db ^^ . d^ . . dh 
dx dx ^ dx dx 

et, de la même manière, 

dS,„^i t^db o^^^ L« ^1* 
dy dy "^ dy dy " 
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et, par suite, 



Mais, comme 



d'oii 



— -b — —o ^-ô^. — o 

dx dy ' dx dy ' 

nous obtenons un nombre infini d^équations de la forme 



• • • > 



(V) 



dx ~~ dy 



depuis m = — oo jusqu'à m = -}- oo, parmi lesquelles pourtant, comme on le sait, 
n seulement sont indépendantes et servent de conditions d'intégrabililé de l'équa- 
tion donnée F=o, sans résolution de l'équation aux racines. So désigne logaaû.... 
Pour vérifier ces conditions, nous présenterons les exemples suivants 

A' 
Exemple XIII g^. h /e*, 

Exemple XIV ig -^ k)e-^ — {h -\- l)e'= kcoss 4-/i sin5, 

Exemple XV l^(gk — A«) (/j/ — A«) = (gl—hk)^. 

Exemple XVI (gk — k^)x^-^(gl — !ik)xy -+- (^/ — A-*)j» = o, 

Exemple XVII 5<'*> -h xz'n_^ -h yzn = o, 

où g, A, A*, / sont les dérivées partielles du troisième ordre, e la base des loga- 
rithmes naturels. 

Parmi tous ces exemples s'intègrent, d'après ce paragraphe, seulement les 
exemples XIII et XIV, dans lesquels n'entrent ni racines égales, ni racines s'expri- 
mant en x et y. Dans l'exemple XV, les trois racines sont toutes égales. Dans 
l'exemple XVI, deux racines sont égales et la troisième s'exprime en x et r. Dans 
l'exemple XVII, les n racines s'expriment toutes en x et y. 

Exemple XIII. 

g=: h le^. 

a 

L^équatioD aux racines est ici 

a' — hu^— le^'u — e^=zo. 
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SOUS la forme suivante : 

(i) ycosa -h xsïna = b, 

(9.) jcosa 4- ojsinazr: (3, 

(3) jcosû 4- ^sina = b, 

(4) e''{e'-j- sins) = langa -h tanga -h langa, 

(5) e'^''= langa tanga langa, 

(6) I — e'*cos5=: tanga tanga -+- tanga langa -h langa langa. 

En résolvanl les équations (4), (5), (6) par rapport à r, 5, Cj nous obtiendrons 
r = log(sina sina sina), 5=1 a 4- a -h a, / =— log(cosa cosa cosa) 

et, par suite, comme dans l^exemple précédent, au moyen de la quadrature de 
toutes les équations non conditionnelles, l'intégrale générale dans la forme com- 
posée 

/{ycosa-i-J?sina — 6)' , /*( vcosa 4- ^ sina — 3)* . 
^^- -. da 4- 1 ^^ : '— ^ doL 
sin2a j sin2a 

(jcosa 4- JTsina — 1*)*^ 



' 



sinaa 



Nous obtiendrons dans l*article suivant les intégrales des équations restantes 
XV, XVI et XVII, comme cas particuliers de l'intégrale d'une équation plus 
générale; nous donnerons maintenant seulement les résultats. 

Exemple XV, 
Il j a trois racines égales à 



L'intégrale générale est 

z =: j {y -^ bx — a)^dc-^ / (/"^ ^^ — a) de. 
Il y a trois fonctions arbitraires 6, c et e de a. 

Exemple JCVL 

(gk--'h^)x^-^{gl-hk)xy-h(/tl—k^)y^=zo. 

Il y a deux racines égales à ^ r— ; la troisième racine est — ^ 

•^ ^ nx-hky' jT 
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■lelles 

dp ^=z r cfjc -h s dy et dq = s dx -^ tdv; 

(8) sr=J(y^hjt:-a) _ h-J (j- h- ^x - a) -^ -i-J ( v H- b.r - û) —, 

^b 



( lo) ip— j(y-^bx-ay-^ -Hjly-h^J:- — a)'-^ -^ j(y ^hx — a)' 

q ^.J(y -^bx- ay^ -^J(y 4- ?x - a)* ^ -hj^C v 4- bx - a)' ^ 



C «») 2 



T 



An moyen des intégrales (lo) et (i i), nous obtenons l'intégrale de Téquation 

^on conditionnelle 

dz^z p dx -r- q dVy 

ni sera l'intégrale générale dans la forme composée 



,3,z=J(y-^bx-ay'^-^J{r-^?x-ocy^-^J'{ 



1.2.3.-5= l(y-^àx-ay^-^ /(V^3^_a)»^-f. I (y^hx — ay'^ 



Les arguments sont déterminés par les dérivées de l'intégrale générale 
y -h bx — a =:= o, j -h ^x — a =: o, y-\-hx — az=o. 

Exemple j¥fV. 
(g -h k)e''^— (h -h /)t''r= /-COS5 -h /i sin5. 

L'équation aux racines est ici 

u* — e'"(e'4- sin5)a'— (^''coss — i)u — e'^'' =^ o. 

Elle se résout comme une équation du troisième degré; mais il n'est pas besoin 
des racines. 

En remplaçant, dans les équations (I) et ([[) du paragraphe X, 

bf P» h par tange?, tanga, tanga, 

b 3 b 



a, oLf a par 



cosa cosa cosû 



nous oblîendroDS les intégrales des conditions et des équations conditionnelles 
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SOUS la forme suivante : 

(i) /cosa -h J7sirirtr =: 6, 

(?.) jcosa -H xs'incx =: p, 

(3) /coso 4- j:^sino = b, 

(4) e''(e'-j- siri5) = langa -h tanga-h langa, 

(5) e'-^''=z langa tanga langa, 

(6) I — e'*cos5 = tanga tanga -h tanga tango -h tanga langa. 

En résolvant les équations (4), (5), (6) par rapporta r, 5, t^ nous obtiendrons 
/• =r log(sina sinasina), 5 = a -h a -h a, / =— log(cosacosa cosa) 

et, par suite, comme dans IVxemple précédent, au moj^en de la quadrature de 
toutes les équations non conditionnelles, Tintégrale générale dans la forme com- 
posée 

/(ycosa -h .Ts'ina — by , /*( vcosa 4- Ji'sina — 3)' ^ 
^^ : aa-h I : ^-— doc 
sin2a J sin2a 

(y cosa -H a: sin — b )' 



r 



smaa 



Nous obtiendrons dans Tarticle suivant les intégrales des équations restantes 
XV, XVI et XVÏf, comme cas particuliers de l'intégrale d'une équation plus 
générale; nous donnerons maintenant seulement les résultais. 

Exemple XV, 

[^{gk - h^){hl - k^) = {gl - kh)\ 

Il j a trois racines égales à 



h-^)Jh^—gk 
L'intégrale générale est 



g 



3= l {y -^ bx — af de -^ l {y -^ ^^ — a) de. 
Il y a trois fonctions arbitraires 6, c et e de a. 

Exemple yYVL 

(^gl^ ^ ht)jc^ ^ i^gl ^ hk)xy -^ (.hl— k^)y^ = o. 

Il y a deux racines égales à 7 ; — : la troisième racine est — — 

•^ ^ hx-^ky^ X 
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\l. — Equations aux dérivées parti ellks linéaires, rilinéaires 

ET NON LINÉAIRES. 

Une équation aux dérivées parliclles d'ordre n — i, oii entre une fonction 
arbitraire b = oa, s'exprime en général [)ar deux équalions F = o et y* = o entre 
les variables principales d'ordre n — i , 

•*'> .X> **> -^ » ^\9 • • •> -^ 9 • ' '9 "'n- \9 

qui contiennent a -et fr, mais peuvent aussi renfermer différentes formes de la 
fonction 6, provenant de la diflTérentiation ou de l'intégration de la fonction b 
par rapport à l'argument a. 

Si cette fonction arbitraire b n'a qu'une forme dans les équations F =: o et 
/*= o, elle peut toujours être éliminée des équations dérivées de F=: o et /:= o, 



(>) Le deuxième Mémoire de K. M. Peterson, Obt> iiHTErPHPOBAHiii ypABiiEiiiii ci» 
»iACTiibiMH iiP0ii3B0AHkiMif, B paru dans le tome IX (p. 1.37-192) du Recueil mathéma- 
tique (matematiimeckih CDOPnifK'i») publié par la Société mathématique de Moscou; il a 
élé lu le 11 janvier 1878. 
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par rapport à x el j', cl nous obtenons ainsi nne équation aux dérivées partielles 
(l'ordre /i, qui a pour intégrale intermédiaire l'équation d*ordre n — i, F = o, 
/=o. 

En cfTet, des équations dérivées totales 

(lY d¥ da dV d¥ da 

dx da dx ' dv da dy 

(0 { J J 

df df da _ df df da 

dx da dx ' dy da dy 

, , , . . da da d¥ df . . , , , , 

s éliminent ^, -r- > -y-> -^ y et nous obtenons la proportion géométrique 

(2) '^:^ = f<^:^ 

dx ' dy dx ' dy 

qui, par élimination de « et 6 au moyen de F := o el/= o, exprime une équa- 
tion aux dérivées partielles d'ordre n, 

(a) Quand, des deux équations F = o, /:= o par lesquelles s'exprime Téqua- 
tion d'ordre n — i, une équation seulement, F = o est d'ordre n — i, et la 
seconde équation, /= o, d'ordre inférieur; alors, dans la proportion 

dF^dFd/^dJ 
dx * dy dx ' dy^ 

dV d¥ j • I r • iT 1 df df . 

-7- et -7- seront des expressions linéaires d ordre /i, -~- et -r- des expressions 

dx dy ^ dx dy ^ 

d'ordre inférieur, et, dans ce cas, l'équation d'ordre n qui est exprimée par la 
proportion (2), et se ramène à la forme 

dx dy dy dx 

sera une équation linéaire d'ordre n. 

(P) Si les deux équations F = o ety*==o sont d'ordre n — i, les quatre termes 

de la proportion 

dV^dVdl^df 

dx ' dy dx ' dy 

sont des expressions linéaires d'ordre n, et, dans ce cas, l'équation du /i'^"'"*' ordre 

. ^F df dF df 
dx dy dy dx 

contient, non seulement les premières puissances des dérivées partielles d'ordre /i, 
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z^"\ . . ., 5„, mais aussi leurs produits deux à deux, et nous appellerons une telle 
équation une équation bilinèaire d^ordre n, 

(y) Quand la fonction arbitraire b a plus d'une forme dans les équalions F = o 
et y*=: o, elle n'est éliminée des équalions dérivées que lorsque l'équation d'ordre 

n — I , F = o, /*= o se ramène à la forme normale F = o, -7- = o, où F conlicnl 

' ' -^ ^ da 

JW7I / t 

une forme de b et, par conséquent, -7- la seconde forme 6'= -r- de la fonction 

^ ^ da da 

arbitraire. Dans ce cas, les dérivées totales de F ^=: o par rapport k x e\ y se 

^F 
transforment, en vertu de -j— =^ o^ dans les équations d'ordre n 

da * 

dY dV 

^=^^ ^^^' 

et, en éliminant a et b au moven de F = o, nous obtenons une équation aux 
dérivées partielles d'ordre /?, qui aura une forme plus générale que dans les deux 
cas précédents, et que nous appellerons une équation non linéaire d'ordre n. 

Quand une fonction arbitraire b = oa entre d'une façon générale dans l'équa- 
tion d'ordre n — 1 donnée F=o, y'=o, nous obtenons deux équations après 

avoir éliminé 7" et — des quatre équations dérivées (i) et, par conséquent, 

nous avons quatre équations 

(3) ^.f'/:=f^:^, '^.^=^.^, F = o f=0 

dx ' dx da ' da^ dy ' dy da ' da * '' ' 

dont il faut éliminer l'argument a et toutes les formes de la fonction arbitraire 6, 
pour obtenir une équation aux dérivées partielles d'ordre /?. Il en résulte que 
deux formes seulement de cette fonction peuvent entrer dans les équations (3), si 
son élimination est possible. 

Quand, dans les équations F = o,/* = o, n'entre que l'une de ces deux formes, 
nous avons vu que l'élimination était possible et que l'équation d'ordre n obtenue 
est bilinéaire ou linéaire, selon que les dérivées partielles d'ordre n — i entrent 
dans les deux équations F = o et /"= o, ou seulement dans l'une d'elles. 

Quand, dans les équations F == o ei f=z o, entrent les deux formels de la fonc- 
tion arbitraire, lesquelles peuvent se présenter dans les quatre équations (3), 

les dérivées de ces formes doivent se réduire dans l'expression -7- I -7" • H en 

^ da da 

résulte que, si les deux formes entrent dans une seule équation F = o, l'une de 

ces formes au moins doit entrer dans l'autre équation /i= o; les deux équations 

se ramènent alors algébriquement à deux équations F = o el/= o, dont chacune 

contient une seule forme, et ce cas seul devra être examiné. 
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Quand b entre dans ré(|iialion F = o, la dérivée b' de b par rapport à a entre 
dans -7- et sera la seconde forme (pii entre dans l'éqnalion f=o. La dérivée 

Il ^^ , \ A ^f ^ . 'A ' A V ^ dY df 

f> = — enlrc alors dans -^ et ne peut se réduire dans I expression -t- : -7- cjue si 



— =0; par conséqiieiil, réqiiation donnée d'ordre n — 1, F^o /"= o se 

r/F 
ramène à la forme normale F := o, — = o, où F ne contient qu'une forme de la 



oa fia ^ ^ da * du 

da ^ 

iièn*» » la fiirmp normale F :=: n. 

da 

fonction arbitraire b = ^a. 

dF 

Les équations (3), dans le cas où/= —, prennent la forme 

dF dF ^ dF 

:>- = o, -— — o, r == o, -7- = o 

dx dy da 

et nous en déduisons, en éliminant a ci b <les Irois équalions -7- = o, -— = o, 

■ d.v dy 

F ::::= o, unc équaliou non linéaire d'ordre /i, 4> = o. 



Toule équation linéaire ou hilinéaire d'ordre /i, 4> = o, obtenue au moyen de 
l'équation d'ordre n — i, F = o, y=:o, a une équation conditionnelle d'ordre 
/} — I qui n'existe pas pour une équation non linéaire. 

En effet, quand, dans les équations F = o, /"= o, n'entre qu'une forme de la 
fonction arbitraire />, alors, en déterminant b et a, nous mettons ces équations 
sous la forme b = C5, r/ = i. 

Ln égalant à zéro db et da^ nous obtenons par suite Téquation conditionnelle 

do ■= o si d'\t z=z o, 

exprimée par dt*u\ équations différentielles entre les variables principales d'ordre 

n — I. I/éqiialion différentielle rfi = o exprime Tliypothèse que a ne varie pas; 

l'équation différentielle d-^ = o veut dire que, sous celte hvpothèse, b ne varie pa** 

non plus; en d'autres termes, que b dépend de a. Cette dépendance indéterminée 

entre les variables a et 6 constitue au fond l'intégrale intermédiaire F = o,y=o. 

Nous pouvons obtenir la même équation conditionnelle d'ordre n — 1 sous la 

forme 

^/F=:o si dfzizo^ 

en égalant à zéro db et f//i, dans les différentielles totales ^F= o et rf/'= «s et e 
éliminant b et a au moyen de F = o et /"= o (cette élimination est impossible s' 
entre, d^ns les équations F := o, /"= o, plus d'une forme de la fonction arb 
traire A, c'est-à-dire si l'équation <I> = o e-^l non linéaire^. 
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La simultanéité des deux équations différentielles 

dr zzi — dx -\- -T- dy ^^ o 

Cl%JU Cl Y 

et 

, , ({f . df , 

par lesquelles s'exprime Téquation conditionnelle rfF = o si df-=^ o, est évidem- 
ment exprimée complètement par la proportion 

dY dV df df 
dx ' df dx ' dy 

qui représente une équation d'ordre n^ 

^ = 0. 

Il en résulte que l'équation aux dérivées partielles du /i*^™*-' ordre <^ = o, son 
intégrale intermédiaire d'ordre n — i, F=o, /= o, et son équation condition- 
nelle d'ordre n — 1, rfF = o si c//*= o, expriment, sous difl'érentes formes, la 
même dépendance entre J7, y^ z. 

Dans les paragraphes suivants, les trois formes d'équations aux dérivées par- 
tielles d'ordre n (forme linéaire, forme bilinéaire et forme non linéaire) que nous 
avons obtenues ici au moyen de l'intégrale intermédiaire d'ordre n — i, seront 
considérées indépendamment de cette intégrale intermédiaire d'ordre /i — 1, qui 
n'existe que dans un cns particulier. 



xn. — É 



QUATIOA'S BlLIMEAlllES. 



Nous avons dit qu'une é(|uation aux dérivées partielles d'ordre n e.U bilinéaire, 
quand elle a une inlégrale intermédiaire d'ordre n — 1, exprimée pai* deux équa- 
tions d'ordre n — 1, F = o, /"= o, dans lesquelles la fonclion arbitraire d'inté- 
gration 6= ^(a) entre sous une forme seulement. 

De cette intégrale intermédiaire F = o, y=o nous déduisons une équation 
bilinéaire, sous la forme d'une proportion 

^F ^F df df 
dx ' dy ~~ dx* dy^ 

entre quatre expressions linéaires d'ordre /i, prenant, ])ar élimination des variables 
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a el b au mojen de F = o, /= o, la forme suivante 



— — l\ ^^ ' -+- A, -*.j -t- . . . -t- J\n-\ -^H-l ^ ^n — ^», 



(2) 



ciF 

^ = B5<'" +B,5'--" + ...-HB„_,a;,_,+B„ =G„ 
^ =. 6,3',''-"+ 8.5'."-" + . . . + B„_,s„ + B,+, = G„ 

OÙ loiis les coefficients A, ..., B„^| sont des expressions d'ordre n — 1 ou 
inférieur. 

I^a proportion (i) contient par conséquent i(n -h i) coefficients indépendants 
A|, .., B,,^, d'ordre /i + i , car nous pouvons égaler à l'unité les premiers coef- 
ficients A et B. 

D'une manière indépendante de l'intégrale intermédiaire F = o, y= o, d'où 
nous avons déduit l'équation bilinéairc 

dF^(Œ_d/,d/ 
dx ' dy dx ' dy 

nous appellerons équation bilinéaire d^ordre /i, toute équation aux dérivées 
partielles qui consiste en une proportion géométrique entre quatre expressions 
linéaires d'ordre n^ dont la forme est exprimée par les équations (2) et que nous 
désignerons par G, G|, G2, G3. 

Nous pouvons mettre l'équation bilinéaire d'ordre n donnée 

(3) G:G,r:iG,:G3 



sous la forme 



(G 4- fjLG,) : (Gi + fxGs) = (vG 4- G,) : (vGi 4- G3) 



et déterminer les deux variables arbitraires [jl et v de telle façon que, dans les 
termes movens de cette proportion, n'entrent pas les dernières dérivées z^"^ el z„ 
d'ordre n. 

Nous appellerons la forme nouvelle de la proportion donnée (3) que nous 
obtenons ainsi, Informe la plus simple de cette proportion. Elle s'écrit 

(4) U:H, = H,:H3, 



où 
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et contienl a/i coefficlenls arbitrairement donnés d'ordre n — i, A|, ..., A,^, 
B|, . . ., B„. Quand, dans les deux termes d'un même rapport G I G| ou Go I G3 de 
la proportion donnée (3), n'entrent pas les dernières dérivées z^'*^ et 5,^, la forme 
la plus simple (4) n'existe pas. Dans ce cas, la proportion donnée représente une 
seconde forme particulière, dans laquelle enlrent a/i coefficienls indépendants, et 
que nous désignerons par 

(5) KlKi=iKtlK3y 

où K2 et K3 ne contiennent pas les dernières dérivées w,, et z^"K 
Toute équation bilinéaire d'ordre /?, donnée par la proportion 

G:r,, = G,:G„ 

peut s'écrire 

(6) F = GG3- GiG,= HH,- HiH,= o, 

où H, H|, H2, H3 sont les termes de la forme la plus simple^ et contient, «écrite 
ainsi, non seulement les premières puissances de toutes les dérivées partielles 
d'ordre /i, 5^"^, . . ., 5,,, mais encore leurs produits deux à deux. 

Ces produits ont deux à deux un seul et même coeflicient et se réunissent en 
un seul terme, que nous appellerons ternie bilinéaire d^ordre n. 

Les termes bilinéaires du premier ordre n'existent pas; il ^ a un seul terme 
bilinéaire du second ordre rt — 5^; trois du troisième ordre gk — A^, gi — hk, 

hl — A"*; six du quatrième ordre et, d'une façon générale, termes bili- 

néaires d'ordre n. 

Nous appellerons équation d^ordre n à termes bilinéaires loule équation aux 
dérivées partielles d'ordre n qui contient des termes bilinéaires, outre des termes 

linéaires. Une telle équation comprend en général /i -h 2 termes linéaires et 

n(n — i) ^ ,.,. , . il , . n{n — i) , , ^^ . 

— ^ • termes bilinéaires; elle a, par conséquent, 4-/1 + 1 coethcienls 

arbitraires d'ordre n — i, si le premier coefficient esl i*éduit à Punité. Une 
équation bilinéaire d'ordre /? consiste en général dans la proportion la plus 
simple (4); qui ne contient que 2/1 coefficients arbitraires; il en résulte que les 

— ■ -h Ai-f- I coefficienls de Téquation donnée d'ordre n à termes bilinéaires 

Foc. de T.y 2* S,, VII, 23 



s 



\ 
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, ,. .-. ,(/j — 0('* — 2), . 1.1. 

q> = doivciil salisfaire a ^ équations algébriques pour que celle 

équation donnée se réduise à la proportion géométrique de la forme la plus 
simple (4), c'esl-à-dire pour qu'elle soit une équation bilinéaire. 

En efTel, en égalant une telle équation <I> = o à une équation bilinéaire de la 
forme 

(6) F = HH,-H,H, = o, 

nous obtenons + /? -f- 1 équations algébriques entre les coefficients des 

deux équations 4> = o et F = o. Parmi ces équations algébriques, il se trouve 
2/1 équations du premier de^ré, au moyen desquelles sont déterminés les 2/1 coef- 
ficients de la proportion géométrique de la forme la plus simple 

H :H, = H,:H3. 

Les autres équations algébriques, que nous appellerons conditions de 

décomposition de Téquation donnée ^ = 0, doivent être remplies par les coeffi- 
cients de cette équation, pour qu'elle soit une écpialion bilinéaire. 

Quand les dernières dérivées -3^"^ et -5,,, mais non leur produit c^''-^,,, entrent dans 
l'équation d'ordre n à termes bilinéaires donnée 4>=o, cette é(|uation peut être 
une équation bilinéaire, mais ne consiste pas alors en la proportion géométrique 
de la forme la plus simple 

H: H, = 11,: II,. 

Si les conditions de décomposition sont satisfaites, une équation telle que 
<^ = o consiste dans la seconde forme particulière de proportion géométrique 

(5) K:K,= K,:K„ 

laquelle, dans les derniers termes K^ et R3, ne contient pas les dernières dé- 
rivées -s-"^ et ^;,. Les 2/î coefficients, dans cette décomposition, sont tous déter- 
minés comme dans le cas précédent. 

1^'équation à termes bilinéaires donnée <^ == o sera, par conséquent, une équa- 
tion bilinéaire si les conditions de décomposition sont satisfaites, et, dans 
ce cas, elle consistera soit dans la proportion géométrique de la forme la plus 
simple (4)> soit dans la proportion géométrique de seconde forme particu- 
lière (5). 

Dans un cas seulement, nous obtenons deusc décompositions, et les deux formes 
décomposées s'expriment par des proportions géométriques de la forme la plus 
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Nous appellerons la racine ii que nous obtenons, d'après ce quî précède, même 
si Téqualion aux racines u ne se résout pas algébriquement, une racine bilinéaire 
de Téqualion aux racines. 

Quand Téquation diflerenlielle d'ordre n — i, G û^jc-j- G i rf;/' = o s'intègre, si 
G2 dx H- G3 dyr=i o, nous obtenons alors l'inlégrale intermédiaire d'ordre n — 1 , 
correspondant à la racine bilinéaire. 

Quand l'équation bilinéaire d'ordre n donnée s'écrit en deux proporlions 
géométriques de la forme la plus simple 

H : Hi HT H, : H3 et H : H, = H» : H,, 

alors, en posant H2lH3=: //, H| :H3=W|, nous obtenons, sous les deux condi- 
tions 

dy -+- u dx =: o, dy -h u^dx •=z o, 

deux équations condilionnelles d'ordre n — i 

II^/j? H- H| ^y = si H,o^j?+ Ha^y = 0, 
lAdx -^^A^dy=io si 11,^^ 4- H, t/y = 0, 

qui, en général, correspondent à deux racines bilinéaires difTérentes de l'équation 
aux racines; mais, quand l'équation bilinéaire donnée s'écrit en une proportion 
géométrique continue de la forme la plus simple, les deux dernières équations 
conditionnelles d'ordre // — i se confondent en une seule, qui correspond à deux 
racines égales de l'équation aux racines. 

XllI. — Equations BiLiNÉArRES du skcond et du troisième ordiies. 

(a) Équation bilinéaire du second ordre • 

Une équation à termes bilinéaires du second ordre a pour forme générale 

/7 — 5» -f- Rr -f- S* H- T^ -f- U = o, 

où R, S, T, U sont des exj>ressions du premier ordre. 

Elle est toujours bilinéaire, car le nombre des conditions de décomposition 

^' '^ est égal à zéro pour n = 2, et elle s'écrit toujours en deux propor- 
tions géométriques de la forme la plus simple 

(I) (rH-A):(5 4-B)=:(5 4-C):(^4-I)), 

où A = ï, D = R, mais où B et G sont déterminés par l'équation quadra- 
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t ir|uc 



BC = RT-U, B + C = -S, 



IVoiis obtenons les deux formes de proporlion, en inlroduisanl les valeurs doubles 
cJcî B et de C, ou, ce qui revient au même, en trunsposant les termes mojens de 
t iM. décomposition la plus simple (1). 

Une équation bilinéaire du second ordre a par conséquent toujours deux racines 
1^ i linéaires 



ti ■= 



I) 



et 



u, = 



ÇH-B 



] «.si se confondent en une racine double de l'équation aux racines, quand B = C, 
::r "^^st-à-dire quand, dans Péquation donnée. 



I. 



s deux équations coudilionnelles du premier ordre que nous en déduisons sous 
conditions dy -f- u dx = o et dy 4- 11^ dx = o, sont 



dp-\- kdx -\-^dy z=io si 
dp -^ kdx -irÇ, dy =10 Si 



dq -\- Ç, dx -\-\^ dy=L o, 
c^7 H- B dx: -h D dy r= o. 



Exemple XVllL 

-s*(r^ — 5*)-i-)o*7*— o. 

Cette équation bilinéaire du second ordre s'exprime dans la proportion géomc- 
•- ^^ Sqiie de forme la plus simple 



1 - 



zr\ {zszfpg) = {zs±pg):ztf 

où nous déduisons les deux équations conditionnelles du premier ordre 

z dp — pq dy=.o si z dq -h pq dx =: o, 
z dp H- pq dy =z o si zdq — pq dx = o, 



^l 



^ont les intégrales sont 



b ^^ Xy 

P 






a*= — ^> 



^P 



En éliminant /? et y de ces quatre intégrales, nous obtenons les deux équa- 
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lions 

(1) = ^ --y 

a OL 

(2) 5 = aa. 

Si nous délerminons/> cl (/, nous obtenons 

L'équalion non condilionnelle 

dz^=i p dx -4- q dvy 

après introduclion de ces valeurs, prend la forme 

dz dx dy 



z b-hx (3 + 7 

b — l- X 
En mulliplianl par y nous obtenons, en verUi des équatrons(i) cl (2), l'équa 

lion non condilionnelle 



b-^x db .3-l-r d3 
hd '- — ^ ^=20, 



d 

a a a a 



el par suile Tinlégrale 

b-hx ^ (3 4-j ___ rdb rd^ 
a ~J a J (X 



a 



qui, avec les équalions (i) el(2), constilue Tinlégrale générale sous la forme nor- 
male 



9 

(P) Equation bilinéaire du troisième ordre, 

L'équalion du Iroisième ordre à termes bilinéaires a en général la forme suivante 
(I) ^^-/iî-f-A(^/-M)-hB(A/— A-*)4-G-f-G^ + HA-*-K^4-L/=o; 

pour qu'elle soil une équation bilinéaire, une condition de décomposition seu- 
lement doit être remplie par les coefiicienls du second ordre A, . . . , L, car l^ 

, (ai — \){n — 2) j j. . / I « I» • f .. 

nombre de ces conditions est égal a 1 unité pour n = o. 
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La forme décomposée la plus simple est 

(2) (^r ^^ ah -^ b) : (h -^ ak -^ c) = {h -\- (xk -h y) : (k -\- al -h ^); 

elle conlient u /î = 6 coefficients inconnus «, 6, c, a, p, y. En identifiant les éqiia- 
lions (1) et (2), nous déterminerons Ions ces coefficients inconnus 

_ B'G-ABH4-A^K-AL A'H-ABG-AK^L 

'^- A(B~A') ' "''" B-A» 

<'t nous obtiendrons la condition de décomposition sous la forme 

ycA =1 GL— AC. 

(a) Pour cette décomposition la plus simple, nous obtenons seulement une 
é(|uatiou conditionnelle du second ordre 

dr -\- ads -\- b dx -\- c dy z=. o si ds -\- x dt -\- y dr -h ^ dy =: o, 

correspondant à une racine bilinéaire. 

(b) Mais, si B — A^ = o, les coefficients de la forme décomposée la plus sim[)le 
(2) i^g -^ ah ^ b)\{h -^ ak -\- c) z=L {h -¥ cnk -¥ y)\{k -^ olI -^ ^) 

seront 

a =1 a = A, 6=z~, (3 = G, 

A 

c et V étant déterminés par Téquation quadratique 

c 4- y = AG - H, c y = ( LG - AC ) : A. 

En prenant les deux solutions, ou en transposant les termes moyens de la (orme 
décomposée la plus simple, nous obtenons deux équations conditionnelles du 
second ordre 

dr -\ ads '\-b dx -\- cdy ^=zo si ds -h a dt -\- y dx -\- ^ dy =: o, 
dr -h ads -^ b dx -\- y dy z=zo si ds -^ adt -\- c dx -h f^dy =: o, 

auxquelles correspondent deux racines bilinéaires difi'ércntes. 
La condition de décomposition est 

A»G-A*H h AR — L^o. 
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(c) Quand B — A^^o et qu'en ouire A(AG — H») = 4(GL — AC), alors 
<7 = a, c = y; la forme dëcomposée la plus simple est la proportion géométrique 
continue 

{g + ûf/i 4- ^) : (A H- aA: + c) = (A 4- aA: -+- c) : (X: 4- a/ -f- ?), 
el nous en déduisons une équation conditionnelle 

cir -h a ds -^^ b dx -h c (if ^=z o si ds + a dt -^ c dx -\- ^ dy =: o, 

à laquelle correspond une racine hillnéaire double. 

(d) Quand A = o, la forme décomposée la plus simple n^exisle pas, mais on a 
la (orme décomposée 

(^ 4- aA 4- bk 4- a) : (/i 4- aA- 4- 6/ 4- |3) = (/i 4- c) : ( A- 4- y), 
sous la condition de décomposition 

GKB*- BHL 4- B'G*= L*4- BC. 

De cette proportion, où les termes d'un même rapport ne contiennent pas los 
dernières dérivées g et /, nous déduisons une équation conditionnelle 

dr -\- a ds ^- b dl -h (X dx -h ^ df = o si ds -h c dx -^ y dy 7= o, 
à laquelle correspond une racine bilinéaire simple. 

Exemple XIX. 
gl — kh = o, 

La forme décomposée la plus simple est ici 

g\h = k:l, 

et nous en déduisons une équation conditionnelle du second ordre 

dr=:o si dt^=z o, 
dont rintégrale est r = (ft. 

Exemple XX. 
^A-_-A«4-A/— A«z=o. 

La forme décomposée la plus simple n'existe pas, mais l'équation donnée s'écril 
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suivanl la proportion 

(n._A-):(A-/) = /KA, 

(Voit nous déduisons une équation conditionnelle 

d(r — ^ ) = o si ris =z o, 

dont l'intégrale est r — t = cps. 

Les deux intégrales intermédiaires trouvées sont des cas particuliers de la forme 
/(/'j 5, ^), dont nous aurons encore à parler (voir exemple X). 

lixentple A' AI, ' 
gk — h'-^gl— hk -h hl — A* + consL = o. 

Cette équation bilinéuire du troisième ordre a deux racines bilinéaircs, qui sont 
égales si consl. = o. La troisième racine est égale à — i; son argument est par con- 
séquent j^ — X, 

(a) Si const. = o, nous avons Téquation 

gk — /<» -hgl— hk -+- hl — A * = o, 
dont la forme décomposée la plus simple sera la proportion continue 

(g^/i):(h^k) = (h-hk):{k-^i). 

Nous en déduisons l'équation conditionnelle du second ordre 

c^(r + 5) = o si d{s -h t)=^o^ 

à laquelle correspond une racine double de Téquation, et dont Tintégrale sera 

r -h s^= by s -h t = a. 

En additionnant ces intégrales, après multiplication de la première par dx, et <le 
la seconde par dy, nous obtenons, d'après le second procédé, l'intégrale normale 
du premier ordre 

p -^ q =z ay -\- bx -f- c% y -h 6' j; -h c' == o, 

où c, en raison de la racine double, sera une fonction arbîtraire de l'argument a, 

—7-jj r> nous en déduisons (voir § XV) l'in- 
tégra Je générale 

z = \{y-¥ nx -\- b)' de -h/(y — X), 

qui a la forme normale par rapport à l'argument a. 

Fac. de T., 3* S., VII. 24 
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(P) Quand la const. n'est pas égale à zéro, dans Téquation donnée, nous 
obtenons, en substituant z ^const. à Zy l'équation 

gk — h' -h ^/ — AXr -f- A/ — Ar* -h I = o, 

dont la (orme décomposée la plus simple est 

(g -h h):(h -h k±i)=z (h -h kz^j):{k-i-l). 

A cette proportion correspondent deux nicines bilinéaires, et les intégrales des 
deux équations conditionnelles que nous en déduisons sont 

ir-\-s-i-y=^2bf s -h t — j?= — 2 a, 

(i) " 

nous en tirons 

y :=z b -h ^f X =: a -h (X, r-hs^^ù — (3, s -h l =z <x — rt, 

et nous formons l'équation non conditionnelle du premier ordre 

d{p'\-ç) = {r •^s)djr-^(.s -\- t)dy = {b — ^)d(a -i- (x) -h (a — a) d{b -r ^), 

dont rintégrale est 

(2) p -^^ q =z {b -i- ^) ((X — a) -h 2 I b da — 2 I ^doL, 

Sous la troisième condition 

dy — dx =: o, 

dont rinlégrale est 

y — x=^a, 

(I étant un troisième argument, nous obtiendrons, a>ant multiplié la dernier 

équation par 

dx = d(a -^ ol), 

la troisième équation conditionnelle d'ordre nul 

dz=z\{b-\-^)(oL — a)-^ 2 I bda— 2 I ^daldia-t ol)=:o si r/a=z o. 

Comme 

y =1 b -h fif x=za-\-a, y^xzna, 

nous aurons l'équation 

^H-(3 — (û-H a-ha) = o, 
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£i ti moyen de laquelle nous pouvons exprimera par a et (I, el par conséqueol 
^ITecUier la quadralure de la dernière équation condilionnelie par rapport à a^ 
j.~>our a constant. L'intégrale générale, que nous en déduirons sous la forme nor- 
wiale, sera la suivante 

5 == 9(y - ^) H- n(6 4- (3) (a -- a) -h 2 r^ c?a -- 2 A ^a j g*^-^ da, 

ù a dépend de a, en verlu de Téquation 

^-f-(3 = a-ha-ha, 

?^l où la quadrature est eiTectuée par rapport à a, pour (I constant; b' el j^i 
i^ésignent les dérivées de 6 et ^ par rapport à a et à a. 



Exemple XXll. 

ù n est une constante arbitraire. 
Cette équation hilinéaire du troisième ordre est déjà décomposée en une pro- 
^)ortion continue de la forme la plus simple el par conséquent a deux racines bili- 

néaires é&rales. La troisième racine est — — » el son argument est donc — • Nous 

^ _ X ^ X 

obtenons la première intégrale 

SX -^ Ly -\-{n — i)q z= b, rx -{■ sy -h {n — i)p ziz j adb, 

la deuxième intégrale de forme normale 

px -h qy -h(n — 2)z =i / ( j 4- ax — c) db, y -+- ax — c =: o, 

Tintégrale générale de forme normale {voir la forme composée § XV) 



(« — l) (/l — 2)-5= / ', r-—z 



(/î — 2) / ( J H- ax)db — (/i — i) / cdb-\- x^-"(^ — > 



qui prend les formes particulières suivantes. 
Pour n = 2, 



- =f(y -^ax-c) db -J ^log '^"^'^^ j cdb 4- 9 (^^ V 
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Pour /? = I , 



z:=: I {y 4- ajr) log *^"^^'^ db — j(y -H a.v — c)db -I- .r? T-^ Y 
Pour n = t), 



Exemple A A'///. 
(gk — /<*)^ -+- (gl — AA ) \ri -f- (A/ — X-«)/- = o. 

One éqiialion bilinéaîre du Iroisièine ordre a deux racines bîlinéaires égales el 
s'exprime par la proportion continue de la forme la plus simple 

{gyft-^ h v/r ) : {h \/l -h k\/7) =r (h\''l 4- A \^'r) :(k\/l -+- 1\,/7'), 

Nous en déduisons Téqualion condilionnolle 

y// dr -+- v^' ds=zo si ^^ ^/^ -h ^r cil = o, 

«pii penl se nietlre sous lu forme 

SI V^r/ ^/.ç -f- /• dt -h l dr = o si /• dt — Idr :rzo 

ol (loni rinlégrale est par conséquenl 

I s -h \frl — h, r\l — «', 

(i) ' ou 

' s -\- al = />, /• -^- flr.v •=. ab. 

lui addilionnanl les deux dernières équations, après multiplication de la première 
p;ir dv^ et de la seconde par dx^ nous obtenons l'équation non conditionnelle 

dp -k- a dij =z b ( dy -+- a dx ), 

ipii s'inlègre pour a conslaiil {^voir § XI \). Son intégrale a la forme noruiab* 

«^ >. ) p -h aq z= b( y 4- rt jr) -h c, f/ z= b'{ y -+- rt.r ) -4- 6.r -h c', 

où c, en raison de la racine billnéaire multiple, sera une seconde fonction arbi- 
Iraire de Targument a. Nous obtiendrons l'intégrale générale, dans l'exemple sui- 
vant. 



SUK L'iXTKOnATION l)KS KyiATlONS AtX DKHIVKKS l'AHTlKLI.KS. |8: 



(•) 



Exemple AWIV, 
. pr= u.r H- vy 4- iï', 



on w, i', (V, U, V, W sont des variables ayant entre elles une dépendance. 

En considérant ces six variables comme des fonctions données de Tune d'enlre 
elles, et en éliminant cette dernière des deux équalions données, nous obtenons 
une équation du premier ordre avec cinq fonctions arbitraires, (pril faut intégrer. 
\Lï\ éliminant ces fonctions, nous obtenons une équation du sixième ordre, dont 
1 intégrale générale sera l'intégrale générale cherchée. 

L'intégrale intermédiaire du premier ordre (2), trouvée dans Texemplc pré- 
cédent, représente un cas particulier de léquation actuelle. 

Nous pouvons mettre l'équation donnée sous la forme 

[p — œÇ{ad\ — K da) -h y f{adh — \ db) 4- f{adC — A de), 
(u) . 

I fj — œi {bdk-ïida)-^Y f(bd\i-\\dh)-\- Ç{bdC-\\de), 

en introduisHuI, au lieu des variables ;/, v, d', L), V, W, six nouvelles variables 
r/, 6, c, A, B, C dépendant les unes des autres, qui sont complètement déter- 
minées. Si c, (V, U, V, W sont des fonctions indéterminées de l'argument //, alors 
A, c, A, B, C seront aussi des fonctions indéterminées de rargumenl a. 

En prenant les dillérentielles totales (2), et en élimlnunt da^ nous obtenons une 
différentielle totale de l'équation donnée de la forme 

Vdp-^Qdi/->r\ dx -+- V dy z=z o. 

I^'équation conditionnelle 

\df -i-Qdp=zo si Y dx -^ V dq ^ o, 

que nous en déduisons d'après le paragraphe VI, prend, après introduction do> 
valeurs (2) de p et çr, 1;* forme 

A c/x 4- B dy + X d\ -h y dH -h dC = Oy 
si 

a dx -\- b dy -\- X da -h r db -h dcz= o, 

et nous en tirons son intégrale 

(3) • Aj™-f- B/-!- C = jâ, axz=z by -\- c^ <x. 
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l/é(|iialion non condilionnclle 

dzz=. p dx -h q dy 

prend, en vertu des équations (2), la forme 
dz— f[(xd\-hyd[i-hdC)(adjc-hbdy) — {a:da-hydb-{-dc)(XdjC'^ Br/r)]. 

Nous avons, d'après les rquations (3), 

(xd^ — ^d<x = {ah — bk){xdy-'ydx) -h a(j?t/A -+- j'<iB H- t/C) 

— ^{xda-\-ydb-\-dc) -h(cA — aC)dx 4- (cB — bC)dy. 

En additionnant ces deux équations, après multiplication de la première par 2, et 
en intégrant sous le signe / par rapport aux inconnues principales (voir la forme 
composée, § XV), nous obtenons l'intégrale générale normale 

(4) 2 3= f[M(xd\-hydn-hdC) — ^(xda-hydb-hdc)]—C(<xd^'-^daL\ 

où 

M = ax -^ by -h c — (X, N = A a: -h B v 4- C — p. 

Les équations (3) se ramènent à la forme M = o, N = o; les dérivées de l'inlé- 
grale (4) par rapport aux a>*guments a et a sont par conséquent égales à zéro. En 
intégrant par parties, nous pouvons exprimer Tiutégrale générale trouvée (4), 
sous la forme non normale 

I 3 -+- / (Ax-hBy-h C){xda -\- y db -h de) — j ^da =1 Oy 

(d) < J J 

( ax->r by -\- c=.(Xy Aor-h B/ 4- C = p. 

Pour déterminer, d'après ré(|uation donnée du premier ordre 
(1) pz=z ux -^ vy ->r^Vy <7 zz: U j:^ -h Vy -h W, 

loules les variables r/, b^ c, A, B, C que nous avons introduites par les équa- 
tions (2), nous avons les équations 

du =: a dA — A da^ dv ^=.a t/B — A <f 6, dw -= a dC — A de, 
d[]=zbd\-Bda, dy=zbdB — ndb, dWzubdC — Bde, 

En désignant — par e, nous en déduisons l'équation 

(v — []) de -h e* du — e d{ç^ -^ {]) -{- d\ =: o, 
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dotil la résoliilion détermine toutes les variables inconnues 6, c, A, B, C en 
fonctions de l'argument a, quand v^ (v, U, V, W sont donnes comme fonctions 
de Pnrgiiment u. 

Sî ces dernières sont indétetminées, les premières seront des fonctions arbi- 
traires» 

Premier cas parlicuUer, 

(a) QutDd, dans Féquation donnée (1), U est égal à v^ Pargument a se confond 
âvec Targument a ou e/, et correspond à une racine d'ordre de multiplicité 5 de 
Téquation du cinquième ordre que nous obtenons, en éliminant de Péquation 
donnée les quatre fonctions arbitraires v', «», V, W de l'argument u. 

En effet, en substituant «, b^ c, A, B à w, c^= U, V, pp, W, nous obtenons 
l'équation du premier ordre donnée sous la forme 

<6) p Tziaa: -{- by -h Af </ = 6 j; H- c/ -+- B. 

En additionnant ces équations, après multiplication de la première par dx^ et de 
la seconde par dy^ nous obtenons l'équation non conditionnelle 

dz =z ajcdjc -{- b{œ dy -^ y dœ) -h cy dy '\- \ dx -^ Hdy, 



.>:_.! 



qui S intègre pour a constant. 

Nous en déduisons Tinlégrale générale (§ XIV) sous la forme normale 

(7) 2^ = aj?*-f- 2 6xy -hcj*-+- aAo? -h 2By -h C, 

où C est une nouvelle fonction arbitraire de l'argument a. 
L'équation dérivée est 

œ^-^ 2 b' xy -{- c' y^ -h 2 A'j: -h 2B'y -{- C'=:o. 



Second cas particulier. 

P) Nous pouvons en général exprimer l'équation du premier ordre donnée (1), 
par deux équations linéaires 

ap -+■ bq -\- kœ 4- Hy 4- C = o, a^p -h ^17 H- AiJ7-h Biy = C|Z=o, 

d'où nous tirons l'équation donnée, en déterminant p ei q\ mais le cas particulier 
(8) y -^ ax -\- brz^Oy /; -f- c<y -h Ajf -h Bj H- C = o 

n'est pas contenu dans l'équation donnée. 
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Mous avons, dans ce cas, Téqualion conditionnelle 

dz 4- ( A^ -h B/ 4- C ) (i^r — o si dy — c djr =z o. 

r de 
Kn d(*signanl / — par loge, nous obtenons l'intégrale de la condition 

dy — c dx ■= o, 
sons la forme 



(fo) 



1 (y 4- ax -h b) de z=. a 



el rinlégrale de Tcqualion conditionnelle (voir la forme composée § XV^) 

(11) 3 = / (jH-rtJ? -f- 6)(/-+-a,J^ -h ^i)^c, H- p, 

où, à la place des variables A, B, (j, sont introduites les variables ai, 6|, C|, par 
les équations 

A -h 2 / aai dc'i -\- c 1 {a -h a^) dc^ =: o, 

B -I- f (a -h ci\) dci ■+■ 2CCi z=. o, 

C-h I (aOi-i-aiO)dcy-hc j (b -h b^)dci — o. 

lNous pouvons, par suite, exprimer ai, 6,, Ct par A, B, C, ou prendre ^/,, 
Al, c, pour fonctions arbitraires de Targument a, si A, B, C sont des fonctions 
itidélermiiiées de cet argument. 

Kn substituant ^ et a à ^ — a^' el ^\ nous pouvons amener Tintëgrale trouvée à 
la forme normale 

(12) z-= I (y -{-ax-i- b){y -haiX-hbi)dci-i-(x I (y-^ax-hb)de-h ^. 
Les équations dérivées par rapport à a el à a sont 

y -h ax -h b=: o, / ( r h- ax -^ b) de -h ^'= o. 



Troisième cas parliculier. 
(y) Si les deux équations linéaires 

ap-^ 6r/4- A.r-h B/ 4- c ^ o, «i/> 4- 6,7 -h A,.r 4- B,y -h c, — o. 
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l^ar lesquelles s'exprime Téqualion du premier ordre donnée, sont ramenées à une 
oqualion normale 

( I 3 ) /? 4- A 7 -h B ^- -+- Cj -H I) = O, 7 -4- B' JT -4- C> 4- D' m o 

où B', C, D' sont les dérivées de B, C, D par rapport à A, les intégrales trou- 
^vées (4) et (5) prennent des formes que nous allons indiquer. 

En résolvant les équations (i3) par rapport k p et k q, nous obtenons 

C'4) <7 -^ Ab'x -+- Cy -+- 1)') d\=zo, /> — n^jc -h C'y 4- D')Ad\ = o. 

Pious pouvons mettre ces équations sous la forme 
(i5 ) p= Çib'x ^cy-he')b da, q = f(b'x 4- c'y 4- e") c da, 

en introduisant, à la place de A, B, C, D, quatre nouvelles variables a, 6, c, e 
dépendant les unes des autres, ou en substituant dans les équations (a), 

/ b" da, le" da, je" da, \ b" a da, \ c" a da, [c'a da 

s 

a 

a, b, Cy A, B, C. 

Par suite de cette substitution, Pintégrale de Téquation conditionnelle, que nous 
avons exprimée par l'équation (3), prend la forme 

(16) / (^'^ -H Cy 4- e") da — a, [{b'x 4- c'y -^ e" ) a da z=: i^ 

ou 

(17) b' X -\- c' y -\- e' z=^ oLy bx -\- cy -\- e =iaoL — (3. 

L'intégrale générale (4) prend la forme 

(18) 25= j(bx-^cy-he^a(x-i-^){xdb'-hyd&-hde')— j{(xd^--^da)y 

normale par rapport à a et a; elle se ramène à la forme non normale 

(19) 2s=^l(bx-hcy-^e){xdb'+ydc''hde')—l (a t/j3 — (3 t/a), 

b' X -h c' y -h e' =z (Xy bx -h cy -h e::^ aoL — (3. 
Fac, de T„ i* S., VII. 2$ 
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Exemple XXlll (suite), 
(yç'/t — /i«)/ -4- (^/ — M) v/r/ 4- (A/ — A:*)/- = o. 

NoiJM avoriH i\(*\k obtenu Tintégrale intermédiaire de cette équation sous la forme 
normiilc 

('%) /; -h ail — abx — 6/ — c = o (exemple XXIII) 

iivrr troin corfficienlH arbitraires. En identifiant cette équation à réqualion (i3) 
tir r^xcmple XXIV, nous trouvons, entre les coefficients A, B, C, D la dépen- 
(liino.e A(i n. 

Kii V(*rUi do A(i=:;U, nous obtenons entre les variables a, 6, c, e, que nous 
nvouH inlnxluitcs par Técpiation (i5)> la dépendance suivante 

"•/(S)"''»-/(^^)'-- 

qui pormot do dtUcrminer c en fonction de l'argument a, sous la forme 

'-^•■='/[ï/(^)*''«]-'»''- 

Hi lu variable b osl donnée en fonclion de a. 

l/inlt^gr«lo ^t^uêralo prend, par conséquenl, d'après Féqualion (i8), la forme 
normiile 



14 



~ / (6x-^cr-h r — ita-T-,3)(x6^6'-f-y^c'-+-rfff')— / (^rÇ — 5</jt ., 



et se rïjim<>ne j^ b fonne non normale 



3C^ - 



^ \bx -*- C\ -^ f^S^X db -^ y de -r- iW) i ^ 2 €^ — ^<'^), 

\H> ^ d .-* ?i<ml de^ KMiclion^ art>ilraîn^> de rar^menl a, mais oà c est dêt^rviiM 

ExrmpU ,r.rr. 

'. ~ -X ^ # » — r» • =: :PX — :% — f. 
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Celte équation s^écrit suivant la proportion continue 

{gç — hu) : {hv — ku) z=z { hi^ — ku) : {k^f — lu) 

et nous en déduisons l'équation conditionnelle 

V dr — uds=:o si vds — u di=:o. 

En remarquant que 

du =z X dr -h y dsy dvz=.xds-\- y dC, 

nous en déduisons la seconde équation conditionnelle 

vdu — udv=zo^ 

sous la même condition. 

Les intégrales de ces équations conditionnelles sont 

(i) a -h A 1^ = 0, 

(2) /• 4- A54-B =0, 

(3) s-^Kt-^C — o, 

où B et C, en raison de la racine multiple, sont des fonctions arbitraires de Pargu- 
ment A. 

En multipliant Pintégrale (2) par dx^ Tintégrale (3) par dy^ et en additionnant, 
nous obtenons Téquation non conditionnelle 

dp ->r kdq -\-^dx -\-Cdyz=:o^ 
dont l'intégrale 

(4) . /> + A7-i-Bjr-hC/-hD = o 

a la forme normale et contient une fonction inconnue D. 

En multipliant l'intégrale (2) par x^ l'intégrale (3) par y^ et en additionnant, 
nous obtenons D == o, en vertu de £^-hAc^ = o. En comparant l'intégrale (4) à 
l'équation (i3) de l'exemple XXIV, et en remarquant que, par suite de D = o, 
e devient nul aussi, nous obtenons, d'après l'équation (19), Tinlégrale générale 
sous la forme non normale 

25= Ç{bx -^ cy) {x db' -\- y de') — f{ad^ — ^dx), 
b' X -\- c'y ^= a, bx-hcy=zacc^^. 
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Exemple A'A'VI. 

v^gk — h^) - i/r(^/ — hk) 4- u^(hl - A') = o, 

où 

li z=z rq — sp, t' = S(/ — tp. 

Au mojen de la proportion conlinne 

{vg— uh):{vh — uk) =z{ç/i-' uk):(ifk — ul)^ 

nous obtenons Inéquation conditionnelle du second ordre 

i'cir — u ds :=o si i> ds — udt-=o. 

En additionnant ces deux équations, d'abord après mulliplicatioD de la première 
par-: rr;» et de la seconde par — -— ^ — — -, et ensuite après multiplication de 

la première par , --itt' ^^ <le ^^ seconde par .-— 7—, nous amenons Téqua- 

tion conditionnelle à la forme 

s t /' s 

qd — '- — z—pd-- ;=o, si gd-- z — pd — '■ — r = o, 

' ri — s* '^ rt — s* ^ rt — s* ' /•/ — s* * 

et nous en déduisons son intégrale 

rt — 5* 



(2) 



rq — sp r 
y -r ~ I adb. 

/7 — 5* J 



En multipliant Téquation (i) par dp^ Téquation (2) par dq et en additionnant, 
nous obtenons Téquation non conditionnelle 

(3) a; dp -h y dq — (p dx '\- q dy) :=: b dp -^ j adb.dq, 

qui s^intègre pour a constant. 
Son intégrale 

(4) px -^ qy — 2ZT^ bp -{- q I adb — I i 

a, par conséquent, la forme normale et contient une nouvelle fonction arbitraire 
de l'argument a, car la racine bilinéaire est double. L^équation dérivée de cette 
intégrale est 

( 5 ) yy -f- ay — C =: o. 



c db 
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Au raoyen delà différentielle totale(3)derinlégrale(4), nous obtenons, d'après 
le paragraphe VI, Téquation conditionnelle du premier ordre 

rj cijc — {JC — b)dq ^rzo sl p dq — q dp -=1 O 

et, par suite, l'intégrale de la condition 

(6) ^ = a. 

L'équation conditionnelle 

q dx — ( j: — b) dq ^=10, 

après introduction de la valeur de q tirée des équations (5) et (6), prend la forme 

,x{n -+-«') , ,flf -+- a 

d =z bd 

c c 

et nous en déduisons son intégrale 

. r ( n 4- a ) 



f^ =/"?-"/";*«?■ 



qui se ramène à la forme 



(7) -^ 4-j— 4-«j--«?.= o. 

En intégrant l'équation non conditionnelle (3), après introduction des valeurs 
de />, q ei X tirées des équations (5), (6) et (7), nous obtenons l'intégrale 



(8) 



(y.-fadb){a + <.) 



L'intégrale (4), après introduction des valeurs de p et'y, prend la forme 



(9) 



l2z^lcdb](a-ha) 

S îi -1 — a(^— 6)-^y-- jadb. 



Les intégrales (7), (8) et (9) expriment l'intégrale générale sous forme normale, 

Exemple A^JCVIL 

(•iT ^11 «m -iiiX / --ir ^11 mX ,-iii\ / ^iv ^ __ ^111 ^1 \ _i / •Il *» .-I ml \ — f^ 
"* *'ll ^l ^l ) \^XX^U ''UX^X ) '"' *'lV ^I -^IIi; ^ \.-ll*'lT -'lll-'lll/ — "• 
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Celle ëqualîon kilinéaire du qualrième ordre se compose de quatre termes 
hilinéaires et s^écrit suivant la proportion continue 

Nous en déduisons Téqualion conditionnelle du troisième ordre 

d(g-k)r=o si d(/i — i)=o, 
dont rintégrale est 

g—'k—jb da^ h — i = a, 

que nous pouvons exprimer sous la forme 

Nous intégrerons cette équation du troisième ordre dans le paragraphe suivant. 



XIV. — Des équations compatibles. 

Nous pouvons diviser toutes les équations aux dérivées partielles en équations 
linéaires, kilinéaires et non linéaires. 

Soit donnée une équation linéaire du /i»*^"»« ordre 

(1) F = Z^»»;:^"» -+-... 4- Z„ 5^4- Z = o, 

où Z^^^ ..., Z^y Z sonl des expressions d'ordre inférieur; en remplaçant toutes les 
dérivées partielles d'ordre /i, 5^"^ ..., z«, par les puissances «*, ..., u^ d'une 
inconnue ii, nous obtenons Féquation aux racines 

(2) Z(''>l/»4-Z(''-'>l/''-'H-.,.-hZ„ = 0, 

par laquelle s'expriment les n racines fi|, fij, . . ., u^y avec lesquelles nous forme- 
rons les /) conditions 

dy -+- M| e/*r zr o, . . . , dr -+- 1/„ 6^ar = o. 

Sous chacune de ces conditions, Téqualion donnée F = o se change, après multi- 
plication par dxj en une équation conditionnelle d'ordre n — à 

¥ dxz=io si dv -+• u^dx=z o, 

où a m désigne Tune des racines Mi, fis, ..., u^. 

En effet, en divisant l'équation donnée F = o par Z^^', nous la mettrons sous la 
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forme 

(3) F = 5(«>4-U,5<«-»J4-U,c'«-«^-+-...4-U„5;,4-K = o 

et Téqualion aux racines sera 

(4) W 4- U, w«-' -+-... -h U„= o. 

D'après la loi connue des coefficients d^une équation algébrique, U| sera la 
somme négative de toutes les racines {/|, ..., Un de Téqualion aux racines, 
U2 sera la somme de leurs produits deux à deux, etc. 

En désignant par Vj, V2, ..., V«_j les coedGcients formés suivant cette même 
loi, avec toutes les racines e/|, .. ., ///i, sauf une, Um par exemple, nous aurons 

et, en portant ces valeurs dans Féquation F = o, nous la mettons sous la forme 

V In) » ^(«-D^. V ^ -^'*~*^ #/ -(«-tJN _. -i_V ( "^ #/ '-\-i-K — n 

r — ^^ — "m^i 4^ '^tV*'i — "/n'*'i ) ^ ' • -^ ^ n-l\^n-l — ^m*'n)^'^ — O. 

En multipliant cette équation par dx, et en introduisant, en vertu de la condi- 
tion dy-\- Umdx = o, dy à la place de Umdx, nous obtenons Téquation différen- 
tielle d'ordre /i = i, 

(5) Fdx = dz(''-'^-hyidz\''-^'^y^dz^i'-^^-i-.,.-\-\n-idz„^^^Kdx = o, 

car 

(5(/i) — u,nZ^l'-^')dx = sf») dx 4- 5'«->^ djT = dz^'''^\ 

Cette équation différentielle Frfj; = o, que nous avons exprimée ici au mojen 
des racines de l'équation donnée F = o, a élé exprimée au paragraphe VII, au 
mo^en des coefficients de cette équation, et A.-I. Davidov l'a obtenue pour la 
première fois sous cette forme : 

« En remplaçant, dans l'équation donnée F = o de la forme (i), les dérivées 
partielles z^"\ ..., 5«, par les puissances a", ..., w°, et en supprimant Z, 
nous obtenons l'équation aux racines. En divisant cette équation aux racines 
par u — Um^ en remplaçant les puissances w""*, ..., u^ par les différentielles 
rf^^""*^, .. ., dz,i^f, et en ajoutant le terme Zdx, nous obtenons l'équation condi- 
tionnelle d'ordre n — i, sous la forme 

Fdx = Z^^)\dz('^'-')-\-yidz\"-''^,..-^\n-idz^.^\-^Zdx = o si df + u,ndx=o. » 

Cetle équation différentielle V dx = o est vraie seulement, sous la condi- 
tion dy -^^ Umdx =^ o. Les expressions V|, ..., V„.j désignent les coefficients 
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de l^équalion algébrique de degré n — i , formés au moyen des n racines «i, ..., i/„, 
sauf une, savoir la racine Umi qui entre dans la condition dy -^ Umdx = o. 

Cette équation conditionnelle contient les difTérentielles des dérivées partielles 
d'ordre n — i, dz^'''*^ ..., dzn-\t et nous rappellerons équation difierentielle 
d'ordre // — i, parce que, quand elle est intégrée, l'intégrale est une équation 
d'ordre n — i . 

La condition dy 4- Um dx = o n'a pas encore la forme d'une équation différen- 
tielle. Par suite des dérivées partielles d'ordre n — 1 , 5^""*^, . . ., Zn-i , qui peuvent 
entrer dans la racine Um^ l'hypolhèse dy -H u„t dx = o peut se transformer en 
une équation dilTérentielle d'ordre n — 2; mais, si ces dérivées partielles n'enlrenl 
pas dans Um ou en sont éliminées, la condition dy-\-Umdx = o peut se trans- 
former en une équation différentielle de lous les ordres, depuis n — 2 jusqu^à 
zéro inclusivement. Dans l'équation différentielle d'ordre zéro n'entrent, parmi 
les variables principales, que x, y et z. 

Quand l'équation conditionnelle d'ordre n — i 

F dx=zo si dy -h u,n dx=zo 

est intégrée, l'intégrale s'exprime par les deux équations /= o et ç = o, avec les 
deux constantes d'intégration b et a. Ces constantes d'intégration sont deux 
variables dont l'une ne change pas quand l'autre ne change pas, et dépendent, 
par conséquent, l'une de l'autre. Nous exprimerons entièrement cette dépendance 
entre b et a, en prenant pour b une fonction arbitraire de Targument a, et nous 
obtenons, par suite, une intégrale d'ordre n — 1, exprimée par deux équa- 
tions f=o et 3 = o, dans lesquelles entre la simple fonction arbitraire b. En 
éliminant Tcargument a, pour une valeur donnée de celte fonction, des équa- 
tions /=o et = 0, nous exprimerons cette intégrale par une équation aux 
dérivées partielles d'ordre n — i . 

(a) Toute équation linéaire d'ordre n a par conséquent n équations condilion- 
nelles d'ordre n — i, qui correspondent aux n racines de l'équation aux racines. 
Mais, s'il y a des racines égales, chaque racine multiple ne correspond qu'une 
équation conditionnelle d'ordre n — i. 

(^) Toute équation bilinéaire d'ordre n n*a, en général, comme nous l'avons vu, 
qu'une équation conditionnelle d'ordre n — 1 , qui correspond à une racine bili- 
néaire. Dans un cas particulier, elle a deux équations conditionnelles d'ordre n — i , 
correspondant à deux racines bilinéaires, qui peuvent se confondre en une racine 
double de l'équation aux racines. 

(y) Une équation non linéaire d'ordre n n'a jamais d'équation conditionnelle 
d'ordre n — i . 
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. Toute équalion aux dérivées partielles d'ordre /?, F = o, a deux équations 

dérivées d'ordre /i + i, -7- = o et -7- == o, trois équations dérivées d'ordre /i -t- 2, 

dx dy 

et, d'une façon générale, m+i équations dérivées d'ordre /i + m. Toutes ces 
équations dérivées ont la forme linéaire. 

En désignant par /= o une équation dérivée d'ordre n -f- m quelconque, et en 
formant son équation aux racines, nous obtenons, en écartant les racines superflues 
qui sont égales à zéro ou sont infinies, toujours n racines, lesquelles, en vertu des 
autres équations dérivées, seront les mêmes, quelle que soit l'équation dérivée que 
l'on ait prise. Nous appellerons ces n racines, racines de r équation donnée F = o, 
et l'équation, au moyen de laquelle nous les avons obtenues, équation aux racines, 
quel que soit son ordre. A ces n racines correspondent n conditions de la 
forme dy -\- udx ^=0^ et, sous chacune de ces conditions, l'équation linéaire 
d'ordre n -\- m^ f:= o, se transforme e'n une équation conditionnelle d'ordre 
n -\- m — 1 , 

f dxz=.o si dy -\- udx=L o, 

que nous considérerons comme une simple équation conditionnelle d'ordre 
n-h m — ! , de l'équation donnée F = o. Il en résulte que : 

(2) Toute équation aux dérivées partielles d'ordre n a, sous chacune des con- 
ditions correspondant à ses n racines, des équations conditionnelles de tous les 
ordres, depuis n jusqu'à l'infini (*). 

Nous obtenons les équations conditionnelles d'ordre n de toute équation 

d¥ 
d'ordre n donnée F = o, au moyen des équations dérivées d'ordre /i 4- i» ;y- = o 

ou -7- = o. 

dF 
En remplaçant dans l'équation — := o les dérivées partielles z^"'^*\ ..., s^, ou 

dF 
dans l'équation — = o les dérivées partielles z\"\ ..., Zn^^, par w", ..., u^ res- 
pectivement, nous obtenons Yéquation aux racines d^ordre n, au moyen de 
laquelle les n racines //|, ..., u^ sont déterminées comme expressions d'ordre n. 
Nous obtenons, par suite, sous chacune des conditions dy -^ u^ dx = 0, ..., 
dy 4- Un dx = o, une équation conditionnelle d'ordre n 

-r- dx = ou -T- dx = SI dy -h u dx =. o, 
dx dy -^ 



(ï) V.-V. Préobrajensky et N.-I. Sonine emploient ces équations différentielles d'ordre 
supérieur pour Tintégration des équations au\ dérivées partielles. 

Fac. de T., a» S., VII. 26 
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dont les deux formes sont identiques, en vertu de dF = o, En ajoutant à ces n 
équations conditionnelles d^ordre n, toutes les équations non conditionnelles 
d^ordre inférieur, nous obtenons les équations compatibles dWdre n, que nous 
avons obtenues au paragraphe IV. 

En ajoutant, d'une manière générale, à toutes les équations conditionnelles 
d^ordre niy toutes les équations non conditionnelles d'ordre inférieur, nous obte- 
nons les équations compatibles d'ordre m. Quand il existe une intégrale générale, 
ses équations dérivées par rapport k x el à y, jusqu'à l'ordre m inclusivement, 
représentent les intégrales de toutes les équations compatibles d'ordre m. 

Nous pouvons toujours éliminer, des équations dérivées de l'intégrale générale, 
toutes les formes de toutes les fonctions arbitraires, sauf une, et obtenir une 
équation dans laquelle n'entre que celte fonction, sous une forme seulement. 
Cette équation représente, d'après le paragraphe XI, l'intégrale d^une équation 
conditionnelle, et cette équation conditionnelle doit se trouver parmi les équa- 
tions compatibles. Il en résulte que, s'il existe une intégrale générale, une équation 
conditionnelle s'intègre sous chaque condition et, dans son intégrale, n'entre 
qu'une fonction arbitraire sous une forme seulement. 

Ayant obtenu l'intégrale d'une équation conditionnelle, qui s'intègre avec une 
simple fonction arbitraire b=^a, nous pouvons, à l'aide de celte intégrale, 
intégrer d'autres équations compatibles. La fonction b reçoit, dans celle intégra- 

lion, de nouvelles formes sous le signe / que nous appellerons supérieures, et 

de plus libres quand elles ne contiennent pas les variables principales ou les 
arguments d'aulres fonctions arbitraires. Parmi les formes libres, nous pouvons 
en prendre une quelconque pour forme primitive, et nous appellerons i/i/*eVie//re5 
les formes qui s'expriment alors par des dérivées de la forme primitive. Ces der- 
nières peuvent aussi ne pas se présenter dans les intégrales d'ordre inférieur. Si 
toutes les formes de la fonction dérivée disparaissent dans l'intégrale, sauf une, 
nous avons alors, dans cette intégrale, une l'onction simple conjointement avec 
des fonctions arbitraires d'autres arguments. Nous pouvons obtenir également 
celle intégrale au moyen de l'intégration d'une équation conditionnelle, dans 
laquelle se présentent des fonctions arbitraires, et nous. obtenons de telles équa- 
tions conditionnelles avec les intégrales déjà trouvées. 

(e) En effet, toute intégrale trouvée /*= o représente une équation aux dérivées 
partielles, dans l'intégrale générale de laquelle doivent entrer toutes les fonctions 
arbitraires de Tinlégration de l'équation donnée F = o. Si l'une de ces fonctions 
ne se présente pas dans l'intégrale /= o, l'argument de cette fonction doit être 
déterminé par une de ses racines, et, sous la condition correspondant à celte 
racine, nous obtenons, avec l'équation donnée F = o, des équations condition- 
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nelles sans fonctions arbitraires, et, avec Tintégrale trouvée /*= o, des cqiialions 
conditionnelles contenant les fonctions arbitraires qui entrent dans l'intégrale 
J=o. 

Nous appellerons équations compatibles, toutes ces équations conditionnelles 
<;ontenant ou non des fonctions arbitraires, y compris toutes les équations non 
conditionnelles. 

Dans le premier Mémoire, nous avons exposé deux procédés d^'ntégration des 
équations compatibles. 

Dans rintégration suivant le premier procédé, nous ne changeons pas la signi- 
iication des équations intégrées, et nous obtenons les intégrales avec des fonctions 
arbitraires et avec des formes indéterminées de ces fonctions arbitraires. 

Dans le second procédé, nous obtenons des équations différentielles plus géné- 
rales, en liant avec Tintégration les équations de différents systèmes et en pre- 
nant pour constantes des arguments quelconques. 

Les constantes d*intégration sont, dans leurs intégrales, des fonctions indéter- 
minées qui doivent être déterminées de façon que les intégrales trouvées satis- 
fassent à l'équation différentielle donnée. 

Quand une équation non conditionnelle est intégrée, d'après ce procédé, pour 
une valeur constante d'un argument a, l'intégrale obtenue a la forme normale; la 
constante d'intégration dépend de a et sera une nouvelle fonction arbitraire de 
cet allument ou une nouvelle forme de la fonction arbitraire déjà introduite. En 
effet, si l'intégrale /= A: de l'équation différentielle D = o est obtenue sous la 
condition da = Oj la constante d'intégration k dépend de a. Quand D = o ou 
d/= o est une équation non conditionnelle, elle doit être satisfaite non seulement 
pour da=z o, mais aussi pour da arbitraire, el, par suite, de la différentielle 

de l'intégrale trouvée y= k résulte sa forme normale, et nous obtenons une nou- 
velle intégrale 

f-k'=o, 

avec une constante d'intégration A*' qui dépend de a. Sous la condition rfa = o, 
nous déduisons de là l'équation conditionnelle 

d/'=io si dazzLO. 

Si cette équation conditionnelle est la même que celle dont nous avons déterminé, 
par l'intégrale, l'argument a et la fonction arbitraire 6, alors/' — A*'= o sera l'in- 
tégrale déjà trouvée et par suite A* est déterminé comme une nouvelle forme de la 
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fonclion arbitraire b déjà introduile. Nous avons ce cas, dans Fexemple 1 du 
premier Mémoire. 

Mais si Téquation conditionnelle 

df'=LO si da=.o 

n^esl pas identique à l'équation conditionnelle déjà intégrée, alors A/ n'est déter- 
miné par rien et nous pouvons prendre A' ou A^ pour nouvelle fonction arbitraire 
de l'argument ^/, qui dans ce cas correspond nécessairement à une racine multiple 
de Téquation aux racines. 

Nous avons rencontré ce cas dans les derniers exemples du paragraphe Xlll. 

Exemple AA^VII (suite). 
é^-A' = /(/i-/). 

En désignant /i — / par a, et en posant /a= j bda, nous mettons Féquation 
donnée sous la forme 

( I ) g^k =Jb da, 

( ?. ) h — l zzzay 

que nous avons déjà obtenue au paragraphe XII, dans l'intégration de Téqualion 
bilinéaire XXVIl. 

En additionnant les deux équations (i) et (2), après multiplication de la première 
par e/x, et de la seconde par dy, nous obtenons Téquation non conditionnelle 



dr — dt = a df -{- l 1 bda\ dxy 



• » • 



T* . * 



qui s intègre pour a constant. 

Par suite, nous obtenons Tintégralc 



(3) 



r — t = ya -^x I bda -^ k, 



dont Téquation dérivée par rapport à a est 

i4) y-^bx-^k'=o. 

(^omme l'intégrale (4) n'est pas identique à Téquation donnée, par laquelle sont 
déterminés b et a, nous en concluons que A*' est une nouvelle fonction arbitraire 
de l'argument a. En posant A*'=c, nous mettons l'intégrale (3) sous la forme 
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nous en déduisons Téqualion conditionnelle 

dr^ z=: o si tdy -\- s dx — w dx = o, 

à rinlégralc de laquelle nous pouvons donner la forme 

(0 G) = C% 

(2) q — c^x-hilcdanzo (*). 

(Il esl évident que F dx, sous celte condition, se change en inéquation différen- 
tielle -j^dx-\- -j-dy = do} = o^ et nous pouvons obtenir, par suite, la racine 

s — fi) 



— '-9 en évitant de résoudre l'équation aux racines. ) 
En vertu de w = ^s- — r/, nous avons 



s — G) r 

t 5 -+- G)' 



et par conséquent, nous obtenons, sous In même condition, la deuxième équation ^ 

conditionnelle 

(s -{- (Mi) dy -h r dx =z o si t dy -h {s — cù) dx =z o, 

dont l'intégrale est 

(3) p-\-c^y — iÇcdb — o (»). 

(Il résulte de là que la racine trouvée est double.) 

Comme = j nous obtenons, sous la condition correspondant à la .^^s. M, 

s — (ù t * 

troisième racine, Téquation conditionnelle 

(.ç — tù)dy -\- r dx 1= o si t dy -^ (s -k- (ù) dx =10 
ou 

dp — c^ dy=zo si dr -^ c* dx = o. 

Celle équation conditionnelle, quand on y porte les valeurs de p cl g tirées dei-^ "^-=^ -^5?<ç 
intégrales (3) et (2), prend la forme 

d{cy — b) = o si d{cx — flr) = o, 

(1) Pour la symétrie, nous avons introduit l'argument et ses deux fonctions arbitraireF^ 
sous la forme c*, j c da ci j bda. 



la 



I 
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el nous obtenons par suite son intégrale 

(4) cy = ^-+-p, 

(5) cx:=a-{- ce. 

En porlanl les valeurs des variables p, y, x^y tirées des intégrales (2), (3), (4), 
(5), dans Téquation non conditionnelle dz=pdx -{- qdyy eien l'intégrant, nous 
obtenons Tintégrale générale sous la forme non normale 

z=iap—'(xù-^ ^ I cdb 

__2(b^^ fcda- C(adù-bda)-^ f{ad^-^d(x), 

/> -+- ô a -h a 

^ c c 

qui se ramène à la lorme normale 

z:rz y\c{a -h ce) — 2 j cda\ 

— xlcit-^^)- 2 fcdùl 4-2 Cbda-^i Tpcfa — (a 4- a) (^— (3). 

Exemple A'A'LY. 



Toules les racines sont infinies; il ne leur correspond qu'une condition dx = o, 
et par conséquent les n fonctions d'intégration dépendent toutes de x. 

En multipliant Féquation donnée par dy, nous obtenons une équation condi- 
tionnelle d'ordre n — i, 

(i) (x -^ y)" dz„_i=:zdy si dx=zo. 

En multipliant cette équation par (^H-JK)""», où W| est une des racines de 
Téquation algébrique de degré n 

( 2 ) ( W — 1 ) ( /r — 2 ) . . . ( M — M 4- I ) ( // — /i ) = I , 

et en l'intégrant par parties, nous obtenons l'intégrale d'ordre n — i 

(3) (^-+-y)''-"'-„-.,4-(M,-/l)(^4-y)«-«.->5„_,4-... 

4- (//i— /i). . .(//i— 2) (j:4-7)'"'*«5 = 91^:, 

car le terme / {x -^ y)~**^z dy est réduit des deux côtés, à cause de l'équation (2). 
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L*intégrale (3), après multiplication par(x -4- j^)"«, prend la forme 

et nous obtenons évidemment n telles intégrales, qui correspondent aux n racines 
//i, //j, ..., {//i de Téqualion (2), et contiennent les fonctions d'intégration 
'Ji, •.., cp/j. En éliminant de ces n intégrales les n — i dérivées partielles 
^n-\y • . «î ^1? nous obtenons l'intégrale générale 

( j: 4- j)5 = (a: -4- j)«./, ^ 4- (^ 4-y)*«/, J? -+- . . . 4- (a: 4-7)'*-/„ j:-, 

oùyi,y*2î •••?/« sont les /i fonctions arbitraires d'intégration, et W|, z/j? • • m "« 
les n racines de l'équation algébrique 

(// — l)(// — 2)(m — 3). ..(m — /l)r=zl. 

Il n'est pas besoin d'exprimer les fonctions /l,/*^, . . .,/,i par^i, . . ., o^,. 



XV. — Intégrales indéfinies, intermédiaires et particulières 

DES ÉQUATIONS COMPATIBLES. 

Formes normale, pure, mixte et composée de ces intégrales. 

Quand l'intégrale d'ordre m de l'équation d'ordre n donnée contient n — m 
fonctions arbitraires d'intégration, alors, en éliminant toutes ces fonctions, nous 
obtenons l'équation donnée, et en intégrant cette intégrale, au lieu de l'équation 
donnée, nous obtenons l'intégrale générale de l'équation donnée. Celte intégrale 
se nomme intégrale intermédiaire d'ordre m. L'intégrale générale est par con- 
séquent une intégrale intermédiaire d'ordre nul. 

Toutes les m + 1 intégrales d'ordre m, entre l'ordre nul et Tordre /i, peuvent 
être intermédiaires, mais, d'une façon générale, chacune d'elles contient plus de 
n — m fonctions arbitraires. Nous appellerons une telle intégrale, une intégrale 
indéfinie d'ordre m (au § IX, nous l'avons appelée intégrale conditionnelle) , 
Si nous éliminons, d'une intégrale indéfinie, toutes les fonctions arbitraires, nous 
n'obtenons pas l'équation donnée, mais une équation aux dérivées partielles 
d'ordre supérieur. Quand, au lieu de l'équation donnée, nous intégrons l'intégrale 
indéfinie, l'intégrale générale que nous obtenons contient des fonctions arbitraires 
superflues, et ce n'est que pour des valeurs particulières de ces fonctions, qui 
doivent être déterminées, qu'elle se change en l'intégrale générale de l'équation 
donnée. Dans les deux procédés d'intégration que nous avons exposés au premier 



r 



SUR l'intégration des équations aux dérivées partielles. 2o5 

i\lriiioire, ces fonctions d'inlégralion superflues disparaissent, de sorte que, par 
les intégrales indi^finies, nous obtenons non seulement l'inlégrale générale définie, 
mais nous pouvons aussi obtenir les intégrales intermédiaires, si elles existent. 

Les intégrales, dans lesquelles les fonctions d'intégration ont des valeurs par- 
I îculières, s'appellent inlégrales particulières. 

En intégrant, à la place de Téquation donnée, une intégrale particulière, nous 
obtenons une intégrale générale, dans laquelle il n'y a pas assez de fonctions arhi- 
t raires d'intégration, et si en même temps il entre, dans les fonctions d'intégration, 
des fonctions indéterminées superflues, alors l'intégrale trouvée sera appelée inté- 
gra le pa rticu Hère in dé fin ie . 

(a) Forme normale des intégrales. 

Nous appellerons normale la forme de l'intégrale F = o, quand tous les argu- 
■ ^lents a, a, ... des fonctions qui y entrent sont déterminés par les équations 

, . , dV d¥ 

dérivées -^ =0, — = o, ... de F, par rapporta ces arguments, et nous dési- 
gnerons une telle intégrale par une équation F = o. 

Nous pouvons amener toute intégrale à la forme normale. 

En ed'et, si, dans rintégraley= o, n'entre qu'un argument «, cpii est déterminé 
|>ar l'équation arbitraire /i = o, la forme normale de cette intégrale /*= o, /i = o 
^>era 

d¥ 
c^ar ^— =o et F = o, par suite de /= o el/i = o. 

Si, dans l'intégrale y= o, entrent n arguments, qui sont déterminés par /{ équa- 

• ions arbitraires yi = o, ..., ^^=0, alors, en prenant les dérivées des /i 4- 1 

^expressions/", .•.,/*/! par rapport aux n arguments, et en désignant |)ar D,^ le 

diéterminantde ces dérivées des expressions y, . . .,//!, sauf une/,,,, nous obtenons 

I 91 forme normale de cette intégrale 

C 2) F=/D-^/,l). + /,D,4-...H-/J)„=o, 

ar, d'après une propriété connue des détermînanld, les dérivées de F par rapport 
tous les arguments seront nulles. 

En amenant à la forme normale une intégrale non normale, nous introduisons 
:^ n général des formes superflues des fonctions arbitraires, et, pour cette raison, 
ous considérerons toutes les intégrales, sous la forme dans laquelle nous les 
bteiions. 
Parmi ces formes, nous distinguerons les suivantes. 
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O) Forme pure des intégrales. 

Nous appellerons forme pure par rapport à un argument, la forme de l'inté- 
grale F = o, quand ccl argument est donné comme une fonction des variables 
principales. 

r^ forme pure d'une inlégrale, par rapport à lous h's arguments, s'exprime par 
une équation arbitraire F = o, avec toutes les fonctions d'intégration, et avec 
autant d'équations, sans ces fonctions arbitraires, qu'il entre d'arguments dans 
Téquation F = o. Tous les arguments sont alors déterminés comme fonctions des 
variables principales, et n'entrent pas dans Téqualion F = o, si nous y portons 
leurs valeurs. 

Âpres élimination dos arguments, la forme pure se change en un cas particulier 
de la forme normale, car les dérivées de l'intégrale, par rapport aux arguments 
<|ui n'y entrent pas, sont égales à zéro. 

(y) Forme mixte des intégrales. 

Cette forme est, connue nous le verrons, particulièrement commode pour 
l'expression des intégrales générales, et représente la généralisation de la forme 
normale, dans laquelle elle se transforme dans le cas particulier. Elle s'exprime 
par deux é(|uations arbitraires F = o et y*=o, dont les dérivées par rapport à 
tous les arguments (7, a, rt, ... (pii y entrent, ont le même rapport, de sorte que 

(3) 'HL.'Jf ^'Jï..'Jl = 'J1 ■'!/.=..., 

da' da dx ' doL da ' da 

Si /i est le nombre de tous les arguments a^ ^^ 0, ..., ces rapports égaux (3) 
représentent n — i équations (|ui, à l'aide de l'équation y= o, représentent lous 
les arguments, de sorte que F = o, après élimination de ces arguments, représente 

une équation entre les variables principales. Si /= -^» alors l'intégrale de la 

forme mixte F = o, /= o prend la forme normale F =• o, car les dérivées de F 
par rap|)ort à lous les arguments deviennent nulles, en vertu des équations (3) et 
de /== o. 

En vertu des rapports égaux (3), les déterminants du second ordre 

d^^H^dFdf^ 
da doL da da 

dos dérivées partielles des deux expressions F et y, par rapport à tous les argu- 
ments a, 2, (i^ ... seront nuls. 
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par U, se ramener à la forme 

F = V 4- ru da, 

on V ne conlient pas a, 

. . (i¥ 
Si F est une expression normale par rapport à r/, c'esl-à-dirc si —- = U =z o, 

nous pouvons sous le signe / y sans avoir égard aux limites, diflTérentier l'expres- 
sion F par rapport à une variable (pielconque u qui y entre. En effet, 



dV_dy_ 
du du 



ffû '^"' 



Dression 



car, en vertu de U = o, la dérivée i\e^ limites sera nulle. 

Si le fadeur de l'expression U cpii, en s'annulant, détermine Targument //, esl 

un facteur mulliple, nous pouvons répéler une telle différenliation sous le signe / i 

autant de fois que ce facteur entre dans l'expression U. Nous appellerons l'expres- 
sion F, dans ce cas^ une expression normale d'ordre su|)érieur. 

Nous pouvons aussi effectuer sous le signe i la quadrature de l'ex|] 

F - V -4- Tu da, 

par rapport à la variable u qui y entre; mais les limites de celte quadrature sous 

le signe / doivent être déterminées de telle façon que l'expression obtenue f soil 

normale. 

En effet, en posant 



/= Çv du = (\ du -^ f( f U du\ da, 

où Uq désigne la valeur que prend la variable u^ quand nous la déterminons par 
l'équation U = o, nous obtenons, d'après ce qui précède, 

¥ du restent arbitraires. 
Nous conviendrons de désigner par Z l'expression 



A u du -^\dv-{-Wdvv-^,..), 
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donl la difrérenliclle totale est 

Si F = o désigne une intégrale normale par rapport à deux arguments r/, a, ou 
plus, alors, en désignant -^ par U,-7— |)ar V, nous pouvons niellre Tint^^grale 
F = o sous la forme 

(6) ¥—\\->rCi\}da^\doL)-o, 

où les expressions U et V satisfont aux conditions d'intt*erabililé -r- = -r-» c* 
* ^ doL da 

contiennent en facteurs des expressions qui, en s*annulant, déterminent les argu- 
ments a et a. 

Nous appellerons celte forme (6), forme composée de l'intégrale F = o. Nous 

obtenons une forme composée de forme normale, en plaçant sous le signe / la 

diilerenlielle de cette intégrale prise par rapport aux argumenls. 

La diflférentiation et l'intégration d'une intégrale de forme composée 

¥ — \\-^Ç(\}da-\-\doL) — o, 

par rapport aux variables principales qui entrent dans les expressions U, V, W, 
s'ellectue en général sous le signe / , 

En elFet, si F = o est une intégrale de forme normale, nous avons 

dTF d\\ rfd\} . d\ 



dx dx 



-^/(^^''-*-S''«)=*^' 



et, si les facteurs multiples des expressions U cl V s'annulent, les expressions 

dV dV . ... I 

-j- = o et — = o seront normales, et nous pourrons, par conséquent, répéter la 

diOerentiation sous le signe / . 

Il résulte de là que nous pouvons effectuer sous le signe / la quadrature de 

l'expression composée, pourvu que le résultat de la quadrature soit une expression 
normale. 

La forme composée de l'intégrale (4)) que nous avons mise sous la forme 
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mixte (5), s'exprime par réqualion 



'xz-h f [ (A^-H By-\'C — ^)(a:da-\-ydb -^ de -h da) 

— (ajr-+- by -^ c — ol) {a;dX-i-y dB ■+- dC-h d^)]=z o, 



ou sous le 



II 



signe / , dans les parenthèses [], se trouve une diiTércnlielle totale pai 

rapport à a et a, pour a: et ^ constants. 
Les équations 

A^-l-B/ 4- C = 3 el ax -}- by -^c^na 
sont les conséquences de la normalilé. 

Exemple A'A'A\ 
[^^st — h{rt-^-s*) -H krs] (54- /) = [hsl — k(rt~hs*)-+- /r5](r-+-5). 

En résolvant réqualion aux racines, nous obtenons les racines 

r -\- s r s 



y - > -y 



S -\- t S t 

auxquelles correspondent les conditions 

d{p -h g)-=o, dp^^o, dfji=io. 

Sous ces conditions, nous déduisons de Téquation donnée les équations condi- 
tionnelles 

f'I 5» 

d =10 si é/(/; -+-7) = 0, 

d =0 si dpzzLO, 

s -h t r f 

d '— =0 si dq=zo. 

dont les intégrales 

/•/ — s^=s/(p 4- 7 ), ri — 5»= (5 4- t)/iPy r^ — .ç« = (r 4- s)/^q, 

sont des intégrales intermédiaires du second ordre, puisque chacune d^elles con^ 
tient une fonction arbitraire. 

En introduisant les arguments a, a, û, nous pouvons mettre ces intégrales sou2> 



SUR l'iNTÈGUATION des équations aux dérivées partielles. 211 



la forme 



( I ) rt — 5' 4- a5 =: o, 

(2) • p -^ q -\- b — ab'^^Oy 

(3) rt — 5-— «(5 4- = o> 

(4) />-;3 4-a;3'=o, 

(5) rt — s^— û(r H- s) = 0, 

(6) <7 — b4-nb'i=o. 

En (Jélerniitianl r, 5, ^ au mo^en des intégrales (i), (3), (5), et en portant leurs 
valeurs dans les dilTérenlielles totales des intégrales (-2), (4) cl (6), nous obtenons 
trois équations non conditionnelles 

(7) 0Ldx-\-ady — {^a-\- ol-^- a)db' =iOy 

(8) (a-h tt)^j? — oc(y -f-(a 4-a -+-o)flf(3'i=o, 

(9) — arij? 4- (a 4- a)<^/X4- (a-f- « -+-a)e/b'z=o. 

En additionnant les équations (7) et (8), nous obtenons l'équation non condi- 
tionnelle 

dœ — db' 4- d^' = o, 

dont rintégrale est 

(10) j: — 6'4-P' = o. 

En additionnant les équations (7) et (9), nous obtenons une équation non condi- 
tionnelle, dont rintégrale est 

(11) j — 6'-i-b'=o. 

En multipliant rintégrale (10) par e/a, Tintégrale (1 1) par dù^ et en les addi- 
tionnant avec Téquation (7), nous obtenons Téquation non conditionnelle 

c^jaa:4-ûy4-^4-(34-b — (a4-«4-a)^'}z^o, 

dont rintégrale est 

(12) ax4-a/4-^4-(34-b— (a4-«4-tt)^'=io. 



Désignons 



(XX 4-a/4-64-p4-b 



« 4- a 4- tt 








eux 4-0/4-^4- 


P 


4- 


b 


a 4-« 4- tt 








OLX -\- ay ->r b -^ 


^ 


4- 


b 



par U, 



(.3) «X-t-«J^-,-C.^p-^M _^,_^ 1^.^^ ^ 



— b' — y par VV, 
a 4- a 4- '^ 
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En divisant Tinlrgrale (la) par r/ -f- a -H n, en en relronclianl d'abord Tinlé- 
f^ralc (lo) el ensuite l'intégrale (i i), nous amenons ces trois intégrales à la forme 

(l4) U=o, Vino, W = 0. 

En éliminant, au moyen des intégrales (lo), (i i) et (12), les dérivées 6', p' el b', 
des intégrales (2), (4) et (6), nous obtenons deux intégrales indéfinies du premier 
ordre, avec trois fonctions arbitraires, 

, .. ^ a(a.r-4- nr-4- /;-+- (3-4- b) 

(16) o=:ay-\-h ^^ ^ î- '• 

' ^ a -4- <x-^ a 

Il n'y a pas d'intégrale intermédiaire du premier ordre. 

En mettant ces intégrales (i5) et (16) sous la forme composée, c'est-à-dire m 

plaçant le signe / sur leurs diflerentielles, nous obtenons, en vertu des équa- 
tions (i3), 

p — I ^^ = / U -;-</« -h V-j— û^a-f-W-;— r/û), 

' j a -4- a -♦- n j \ lix cix dx ) 

V =: I =: / U -r- ^« 4- V -7— r/a -f- W --J— da ). 

' J a^(x^a J \ dy dy dy J 

En portant ces valeurs de p et q dans l'équation non conditionnelle 

dz=2p dx -+- q dy, 

et en intégrant sous le signe / > nous obtenons l'intégrale générale sous la forme 
composée 

25 =r rjU'^a-4- V«^a-4-W«^oj, 



d'après la normalité du second ordre, car les dérivées par rapport aux arguments 
sont les |)uissanccs secondes des expressions U, V, W, qui sont égales à zéro. 
Nous déduisons des écpiations (i3) 

d^_d\^ ___ 2UV d{]^ __ dj^ dy*_ _ rfW 

d(x da a -h a -\- a da da da da 

et il en résulte que rex|)ression U- da -{-Y^ doL-hW^ dd est, en eflFet, une diffé- 
rentielle totale par rapport à a, a et rt, pour x et^r constants. 
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Exemple yYA'AL 

z\\ -H e 5[„ -h £ 5,^. = o, 
011, après élimination des variables introduites e et e, 

En résolvant Téquation aux racines, nous obtiendrons deux racines doubles 
u et «', au mo)^en desquelles Téquation donnée s'exprime sous la forme suivante : 

(l) Z'" — {U -\' V)Z\'' -\- UVZ\\ =:0, 

(2) c;"— (//-+- i') 5;; -h//r5;„=o, 

(3) 5;; — (//-f-iO-î.i-HMt'^iv^o- 

En multipliant ces trois équations par dx^ nous obtenons, sous chacune des 
deux conditions dy -h u dx = o et dy -f- vdx = o, les trois équations condition- 
nelles 

( 4 ) d^*" — vdlizn o, dit — V dk ■= o^ dk — vdlzi^o si dy -j- u dx =: o, 

c'est-à-dire, si le premier argument a ne varie pas, 

( 5 ) dg — a dhzn o, dh — u dk =zo, dk — udl=zo si dy -h i^ dx = o, 

c'est-à-dire, si le second argument a ne varie pas. 

En considérant toutes les variables comme des fonctions des variables indépen- 
dantes a et a, nous pouvons exprimer ces six équations conditionnelles, avec les 
dérivées partielles par rapport à a et à a, sous la forme suivante : 

(6) 

(7) 

nous en déduisons 

(8) f^ = t,3^, ^ — ç^ÉL, i!i-^^^ 

da da^ doc doc doc doc^ 

i ) ^ — u^^ dh_ ^cU dk _ cU 

da da^ da da^ da da 
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dff 
dx 


dit 
doL 


dh 

doL 


dk 

' d.: 


dk dl 
doL ' doL 


dg 
da 


dh 
''da' 


dh 
da 


dk 
da^ 


dk dl 
da " da 
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,,.,.. , , , . dk dl dk dl , ,, . . 

hn cluTiinant A' des équalions -7- = r-7-ï -r- =//-;-> nous obtenons leciiiahon 

' doL doL da da ' 

__ dH ch^ cU ^du dl^_ 
da doL da dx dcn da 

qui cloil être satisfaite quand nous remplaçons u et v par u^ et r=*, ou par w' et r'*, 
car, an lien de k^ nous pouvons éliminer de la même manière h on g des équa- 
lions (8) et (g). 
Il en résulte 

(.3) ;;^=o. 

Les intégrales de ces équations sont 

(i5) i'=a, 

(16) uzzzay 

si nous prenons les fondions a el a pour argumenls. 
Les deux conditions 

dy -\- Il djc ■= o et dy -\- v d.r := o 

prennent la l'orme 

dy -+- a dx ^= o si da =: o, 
dy -h X dx =: o si r/a =: o, 

et nous avons, par suite, leurs intégrales 

(17) / -\- ax -\- b —. o^ 

(18) y -Jr (XX -\-^=zo. 

En multipliant les équations (8) par ûfa, et les équations (9) par da^ et en 
ajoutant après substitution de a, a et c + y à w, v et e, nous obtenons les équa- 
tions non conditionnelles 

dg m a' de -h a} dy, dit z= a^ de -h x- dy, dk =z adc -\- x dy. 
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dont rinlëgralc est 



(19) g— / a^ dc^ / cf^dr^, 

(20) A 1=1 { 0} de -\- I <x* dy, 

(21) k= I adc -i- I oidy. 

l/équalion non condilionnclle 

dl =1 kdx -\- idyy 

iiprrs introduction des valeurs de k et /, prend la forme 

dtTzz 1 (dy -\- a dx) de -^ 1 (^y -^ oc dx) dy. 

lin intégrant par rapport aux variables j: et jk sous le signe / et en déterini 
nant les limites inférieures d'intégralion des écpiations 

y-^ax-^bz=io et y -\- eux -\-^z=.o^ 
nous obtenons l'intégrale sous la forme composée 

(22) t— I (y-\- ax-^ b)dc -h I (y -\- ax-^^)dy. 

Nous obtenons de la même manière les intégrales des équations non condition- 
nelles 

ds = /* dx -+- k dy, dr =r g dx -h h dy, 

et, par suite, les intégrales des équations non conditionnelles 

dq-=is dx -+- t dy, dp ^^ r dx -h s dy, 
sous la forme 



2q =z I ( V 4- ax -h by de -h / (/ 4- a J" 4- ^)' dy, 
2/? z= / (/-h ax -^ byade -h j {y -\- ocx -h Ç^yondy. 

Par rintégration de l'équation non conditionnelle 

dz=. p dx -H q dy. 
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nous obtenons l^inlé^rale générale sous la forme composée 
(Paprés la normalité du troisième ordre. 
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I. — Equations linéaires aux dérivées partielles a un nombre quelconque 

DE variables indépendantes. 

Toute équation différeotielle 
(i) E=:dfji -h Xdœ-^Ydy -hl dz -\-, . .= o 

entre des variables (o, x, y, z, ..., dans laquelle X, Y, Z, ... désignent des 
fonctions arbitrairement données de ces variables, exprime une dépendance entre 
Tune des variables a> et les m autres variables qui sont indépendantes. En dési- 
gnant par Ç, 7j, Ç, ... les dérivées partielles de o> par rapport à x,y, z, . .., nous 

(*) Le troisième Mémoire de K. M. Peterson, Ob'l HHTErPHPOBAHiii ypABHEHiiî ci: 
*L\CTHbiMM nP0H3B0AHUMH, a paru dans le Tome X (p. 169-228) du Recueil mathématique 
(matematmmeckim CBOPHHK'b), publié par la Société mathématique de Moscou; il a été lu 
ïe 20 avril 1879. 



2l6 K. M. PETERSON. — SUR l'iNTÉC.RATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES, ETi:. 
nous obtenons Finlégrale générale sous la forme composée 

2.35 =: / ( V -i-aj; -h bydc-\- i {y -^ a j- -h ^Y dy 
d'après la normalité du troisième ordre. 



21 8 K. M. PETERSON. 



aurons 



( 2 ) c/ci) =z I dx 4- Yî dv -ht^dz -\-. . .. 

Si, clans Téqualion difTérentielle E = o, nous faisons varier arbitrairement 
X seulement, en définissant les accroissements dy^ dz^ ..., des m — i antres 
variables indépendantes, par les 772 — i équalions 



( 3 ) dv z= u dx, dz = v dx^ 



• • ♦ 



011 i/. (', ... sont des (onctions de tontes les variables, choisies arbitrairement, 
alors, par suite de ces équations (3) et de ré(|uation (a), l'équation difTérentielle 
donnée E = o prend la forme 

E = ( 4 4- wri -h 4' s -H . . . -h A") dlr =1 o, 

où Â* = X -h //Y 4- v7j -h. . ., et, pour dx arbitraire, se change, par conséquent, 
en une équation linéaire aux dérivées partielles de a>, par rapport à x, j', -3, . . . , 
de la forme jjénérale 

(4) F — ^ -f- //Y) 4- ('ï -h. . .4- A- = o. 

Ainsi, la dépendance entre les variables w, x^ y, z, . ,. qu'exprime l'équation 
aux dérivées partielles F = o, est la même que celle qu'exprime Téquation diffé- 
rentielle E = o, quand existent les m — i équations (3). Nous nommerons ces 
équations (3), les hypothèses ou les conditions, et nous les représenterons, pour 
simplifier, par 

\ zizdy — u dx = 0, B = o, C = o, .... 

Si Téquation différentielle E = s'intègre sous ces conditions, c'est-à-dire si la 
dépendance entre les variables, définie par cette équation sous ces conditions, 
s'exprime sous une forme finie, nous avons alors l'équation de l'intégrale linéaire 
aux dérivées partielles arbitrairement donnée 

F = ç -i- wYî -H (^ Ç 4- . . . -h X: = o; 

celle dernière, en effet, après multiplication par dx, se change, par suite des 
conditions dy — u dx= o, dz — v dx = 0, . . ., en l'équation différentielle 

E:=Fdx:=ldx-hridy-hZdz-{-,.,-\-kdx=:d(»}-fkdx = o^ 
entre (o, x^ >', 3, .. ., le terme k dx se ramenant, d'après les conditions, à diffé- 
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renies expressions de la forme 

\ dx -\- Y dy -^ 7^dz -{- , , , 
qui ont, par suite de ces conditions, une seule et même signification kdx, 

Equadons conditionnelles. 

Une équation différenlielle E = o, qui nous est donnée entre des variables 
quelconques o), a:, j^, c, ..., sous les conditions A = o, B = o, C = o, ..., 011 
A, B, C, ... sont, d'une manière générale, des expressions dillérenlielles telles 
que E, s'appellera une équation conditionnelle, et nous la représenlerons par 

(5) Et=o si A=o, B = o, G=o, .... 

L'équation conditionnelle E = o a un sens plus général que l'équation non 
condilionnelle E = o; en disant que l'expres^»ion E s'annule seulement, quand les 
expressions A, B, C, ... sont égales à o, nous définissons moins la dépendance 
enlre les variables que par l'équalion E = o, donnée en dehors de loule li}'po- 
ihèse. 

Lorsque toutes les équati(ms diflerenlielles E = o, A = o, B = o, C = o, ... 
s'inlègrenl, il enlie, dans leurs intégrales E = o, A = o, B = o, C = o, ..., des 
constantes d'intégration (?, a, £, c, ..., qui seraient des quantités constantes, si 
E, A, B, C, ... s'annulaient. Mais comme, d'après la signification de l'équation (5), 
E n'est nul que quand A, B, C, ... s'annulent, e ne sera donc une constante que 
quand a, b, c^ ... seront des constantes, et c'est, par conséquent, une quantité 
variable, dépendant de ^, 6, c, .... Nous exprimerons entièrement cette dépen- 
dance, que rien ne définit plus complètement, on considérant e comme une fonc- 
tion arbitraire des variables a^ b, c, . . .^ que nous appellerons les arguments des 
conditions A==o, B=:o, C = o, .... De lii résulte <jue la constante d'intégration, 
dans l'intégrale de toute équation (llfrérenliellc E = o, est une fonction arbitraire 
de tous les arguments des conditions, sous lesquelles cette équation est donnée, et 
ne dépend pas des variables données, seulement quand l'équation E == o est 
donnée non conditionnelle. 

L'intégrale de l'équation conditionnelle 

E =: o si A = o, B =: o, C = o, 

s'exprime par les équations finies 

E = o, A =10, B=o, = 0, ..., 

dans lesquelles, outre les variables données (o, or, y, z^ . . . , entrent les arguments 
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a, b^ c^ . . . el une fonction arbitraire de ces arguments e = o(a, b, c, . . .). Nous 
pouvons exprimer cette intégrale par une équation /=o entre les variables prin- 
cipales, si nou!» définissons les arguments a, b, c, ... au mojen des intégrales 
A = o, B==o, C = o, ... des conditions, et si nous portons leurs valeurs dans 
rînlégralc E = o de l'équation E=:o à laquelle des conditions sont imposées. 

Intégrale d'une équation linéaire aux dérivées partielles 

du premier ordre, 

II résulte de ce qui précède que l'inlégrale d'une équation linéaire aux dérivées 
partielles du premier ordre, par rapport à m variables indépendantes, 

(4) F=:^ -hi/Yî -h c'C-+-...-hXr = o, 

qui est identique à l'intégrale de l'équation difTérentielle E = o, donnée sous m — i 
conditions, s'exprime par l'équation finie y= o, dans laquelle entre une fonction 
arbitraire de m — i arguments. Quand l'équation conditionnelle E = o ne s'in- 
tègre pas, l'intégrale /= o n'existe pas. 

• 

Intégrale d'une équation linéaire aux dérivées partielles du n^^'"^ ordre. 

Quand, dans l'équation différentielle donnée 
( 6 ) E = d(»}-\-\dx-hYdf-^Zdz-\-...'^Pdp-hQdq-h,..=:o 

entrent des variables auxiliaires />, q, ..., dont la dépendance avec o> et les 
variables indépendantes Xj y^ z, ., . est définie par des équations non condition- 
nelles, les accroissements dp, rfy, ... de ces variables auxiliaires peuvent être 
éliminées de l'équation E = o. 

Supposons que />, ç', . . . désignent les dérivées partielles de to par rapport à 
X, y, z, .. ., jusqu'au (n — i^'ème ordre inclusivement. L'équation donnée E = o 
a alors la forme d'une équation diflerentielle d'ordre n — i, si, d'une façon géné- 
rale, on prend pour ordre d'une expression l'ordre le plus élevé des dérivées 
partielles qui y entrent. 

Les équations non conditionnelles, par lesquelles s'expriment les valeurs de 
toutes les dérivées partielles, ont la forme générale 

(7) dp=^da:+±dy + ^^d:+..., 

OÙ —-} -j- i -^) ••• sont des dérivées partielles d'ordre r-f-i, quand /> est une 
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dérivée partielle d'ordre r. En exprimant, au mojen de l'équation (^), tonles les 
différentielles rfco, dp^ dq^ par dx^ dy^ dz^ ..., nous mettons l'équation E = o 
sous la forme 

(8) E=rX^x-hYdy4-Zc^5 4-... = o, 

où X, Y, Z, . .. sont des expressions linéaires d'ordre /i. Si m est le nombre des 
variables indépendantes x^y^ 5, . . ., alors, sous les m — i conditions 

( 9 ) dy — a dx = 0, dz — v dx = 0, . . . , 

l'équation diflérenlielle E = o prend la forme 

E = (X -H w Y -4- rZ 4- . . .) ^-2? = o, 

et, pour dx arbitraire, se change en l'équation linéaire aux dérivées partielles 
d'ordre /i, par rapport à m variables indépendantes, 

(10) F = X 4- wY-i-«'Z -+-... = 0, 

dont l'intégrale sera, par conséquent, l'intégrale de l'équation différentielle E = o, 
donnée sous m — i conditions, c'est-à-dire de l'équation d'ordre n — i, y=o, 
avec une fonction arbitraire de /n — 1 arguments. 

Toute équation linéaire d'ordre n k m variables indépendantes a la forme 
générale 

(n) F=:Rr4-S^4-...-4-R = o. 

où R, S, ..., K sont des expressions d'ordre n — i, ou d'un ordre inférieur, el 
où r, 5, ... sont les dérivées partielles d'ordre /i, dont le nombre est 

(12) NJ'r^ 

^ ' '* 1.2. ..(m — i) 

Toute équation différentielle d'ordre n — i à /n variables indépendantes a la 
forme générale 

(i3) E^=iPdp-^Qdq -^,, ,-\-\dx-\-\dy-^7s dz-^ . . . = o, 

où P, Q, ..., X, Y, Z, ... sont aussi des expressions d'ordre n — i, ou d'un ordre 
inférieur, mais où /?, q^ ... sont les dérivées partielles d'ordre n — i dont le 
nombre est NJJ'_^. 

Toute équation différentielle d'ordre n — i de cette forme générale prend, par 
suite des équations non conditionnelles (7), la forme 

Ez=\dx-hY dy-\-Zdz -{-,.,= o, 
Fac. de T., a' S., VIL 29 
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Sous les m — i condilions, dy^=udx^ dz = vdx^ ..., où £/, r, ... sont des 
expressions arbitraire^ d'ordre n — i, ou d'un ordre inférieur, elle se change en 
une équation de la forme 

et, par conséquent, après division par Taccroissement arbitraire rfx, en une équa- 
tion linéaire d'ordre n, F = o. Si cette équation avait la forme générale exprimée 
par l'équation (i i), ceci conduirait à la conclusion que toute équation linéaire 
d'ordre n, après multiplication psivdx^ se change en une équation conditionnelle 
d'ordre n — i , 

E = F fl^JC r=r o, 

obtenue sous m — i conditions. 

Pour résoudre la question de savoir si l'équation F = o a ou non la forme géné- 
rale, nous remarquerons que l'expression \dx -hY dy -i-T^dz -h. . ., dans l'équa- 
tion (i3), se transforme, pour les conditions définies dy=^udx, dz = vdx^ ..., 
en une expression arbitraire de la forme Krfj:. L'expression Prf/? -h Qrf^ +. .., 
dans la même équation (i3), contient NJJ*_^ coefficients arbitraires P, Q, ... et 
renferme, par suite des m — i conditions arbitraires, NJJ*_^ -h m — i expressions 
arbitraires d'ordre n — i, ou d'un ordre inférieur, P, Q, . . ., w, r, . . .. L'équation 
obtenue F = o aura la forme générale représentée par l'équation (i i), si le nombre 
de ces expressions arbitraires n'est pas inférieur au nombre N^ des coefficients 
arbitraires, dans la forme générale d'une équation linéaire d'ordre n. 

L'inégalité 

(«4) N;r_.-hm-i>N-, 

que nous tirons de là, n'a que deux solutions : 

1® /i = i, pour m arbitraire; a® m = î3t, pour n arbitraire, et elle se change en 
une égalité pour les deux solutions. 

Par ces deux solutions de l'inégalité (i4)) toutes les équations linéaires (et, 
comme nous le verrons plus tard, toutes les équations aux dérivées partielles) se 
partagent en trois classes : 

i** Les équations aux dérivées partielles du premier ordre, à autant de variables 
indépendantes qu'on veut, forment la première classe, qui correspond à la solu- 
tion n = I pour m arbitraire; 

2*^ Les équations aux dérivées partielles d'ordre arbitraire a deux variables 
indépendantes forment la seconde classe, qui correspond à la solution m= 2 pour 
n arbitraire; 

3° Les équations aux dérivées partielles du second ordre ou d'un ordre supé- 
rieur, à trois variables indépendantes ou plus, forment la troisième classe, dans 
laquelle /i > i et m > 2. 
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A| = o, . . ., A;„= o, au IJcu de A = o, nous obtenons la même Intégrale 

Si nous joignons les équations diflerentielles A = o et A| = o à réquation 
différentielle Ao^ o, pour Tintégralion de cette dernière, la constante d'intégra- 
tion by dans Tintégrale obtenue, sera une foncrion arbitraire 6 = ©(a, ai, a^) des 
trois arguments «, «i, cro» parce qu'elle ne varie pas, si A = o, A| = o, A2=o; 
nriais en remplaçant a^ par ^{a^ ai, a^) dans l'intégrale y= o, nous obtenons la 
même intégrale. 

Si, au moyen des intégrales trouvées pour les équations A = o et A| = o, nous 
éliminons deux variables de l'équation A2=o, en y introduisant a et a^ comme 
constantes, et si nous intégrons ainsi l'équation A2= o, la constante li'intégration 
sera de nouveau une constante arbitraire des trois arguments a, a% et a^^ mais 
pourra être prise pour argument de la condition A^r^o, à la place de a^, parce 
que cela ne change pas l'intégrale f =.0, 

11 en résulte que nous pouvons intégrer toutes les équations diff*érentielles 
d'une équation conditionnelle, comme des équations diflerentielles ordinaires, en 
les combinant à volonté et en considérant leurs constantes d'intégration comme 
des quantités constantes. 

Au moi»en de rintégraley= o trouvée pour l'équation conditionnelle (i), nous 
pouvons éliminer, de chacune des équations différentielles compatibles restantes^ 
une variable seulement, en général, c'est-à-dire éliminer m + 1 variables au 
moyen des {m + i) intégrales trouvées, en introduisant les m nouvelles va- 
riables ^1, ..., am dont dépend la fonction arbitraire a. 

Si, par suite de cette diminution du nombre des variables, une équation diflfë- 
rentielle /=o s'intègre, la constante d'intégration c, dans l'intégrale obtenue, 
sera l'argument de la condition, si / = o exprime la condition; elle sera une 
fonction arbitraire des arguments déjà trouvés, si /== o exprime une équation à 
laquelle sont imposées des conditions, et elle sera une constante, si /= o exprime 
une équation non conditionnelle. Mais il n'est pas nécessaire de faire figurer cette 
constante, dans l'intégrale d'une équation non conditionnelle, parce que l'intégrale 
d'une équation non conditionnelle contient au moins une fonction arbitraire sous 

le signe / , et, dans ce signe indéfini, est comprise la constante d'intégration. 

Nous pouvons lier l'équation /= o aux équations différentielles A = 0, ..., Aot = o, 
pour la recherche de son intégrale, et la transformer au moyen des intégrales de 
ces équations différentielles, pour une valeur constante des variables ai, ..., a«; 
mais la constante d'intégration c sera alors une fonction indéterminée, et, tant 
qu'on n'aura pas effectué sa détermination, l'intégrale trouvée n'aura aucune signi- 
fication. 
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variables principales dx^ dx\^ . . ., doit élre identique à la différentielle totale 

df—di^f)-\- 4-da-\- -f-da^-\-, . .-h -/^ e/a 4- -r^^ai-f-. . ., 

da da^ dcn dcHx 

où entrent dans rf(/) les accroissemenls dx^ dx\^ . . .. 

1. Quand D = est une équation non conditionnelle, qui doit, par conséquent, 
élre satisfaite pour da^ da^y . . ., «fa, dT.^, . . . arbitraires, nous en déduisons 

et nous concluons que l'intégrale y= o a la forme normale par rapport à tous les 
arguments. 

2. Quand D = o est l'équalion conditionnelle donnée, sous des conditions dont 

I X àf df , 

les arguments sont a^ a^^ . . . , nous obtenons -j- = o, -f^ ^ o, . . . , au moyen de 

CXX uX» 

ridentité des équations D = o et rf/*= o, et nous en concluons que l'équa- 
tion D = Oy conditionnelle par rapport aux arguments a, Ut^ ..., peut avoir et a 
la forme normale par rapport à tous les autres arguments a, a,, .... 

3. Quand l'équation différentielle D =: o désigne une condition dont l'argu- 
ment est a, elle doit être satisfaite par l'intégrale /= o, pour da = o seulement, 
et il en résulte que l'intégrale /=o a la forme normale par rapport à tous les 
arguments, mais non par rapport à a. 

Nous ne pouvons appliquer ces trois propositions aux intégrales des équations 
différentielles compatibles que quand ces intégrales ne sont pas liées entre elles, 
c'est-à-dire quand elles satisfont immédiatement aux équations différentielles 
données. 

Nous pouvons mettre les intégrales de toutes les équations différentielles com- 
patibles sous la forme normale, par rapport à tous les arguments, à l'exception des 
intégrales des conditions, qui ne prennent pas la forme normale, par rapport à 
leurs arguments seulement. 

En effet, soit /= o une intégrale de forme arbitraire, contenant n arguments; 
qui sont déterminés par les intégrales des conditions /i = o, /a = o, ...,/„= o. 
En prenant les dérivées des /i -|- i expressions /, /^^ ..., /*«, par rapport aux 
arguments, et en désignant par D,„ le déterminant de ces dérivées de toutes les 
expressions y, ..., y„, à l'exclusion de l'expression y*;,,, nous obtenons l'inté- 
grale /= o, sous la forme normale 
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car F s^annule en vertu de /= o, /i = o, . . ., y,|=: o, et, d'après une propriété 
connue des déterminants, les dérivées de F, par rapport à tous les arguments, 
seront également nulles. 

Quand f=i o est l'intégrale d'une condition, et, par conséquent^ est identique 
à Tune des équations /i = 0, ...,/,,== o, la forme normale cherchée de F = o se 
transforme dans l'identité = 0. 



Forme composée des intégrales des équations différentielles 

compatibles. 

Convenons de désigner par j (U du -^V di> -{- . , ,) une expression dont la 

différentielle totale est U du + \ dç -h ,. ,; nous pouvons alors mettre toute 
intégrale y=o sous la forme 



(3) 



•^=?+/(^'''' ■^^^'" -*-•••) =°' 



que nous appellerons forme composée de l'intégrale /=: o, par rapport aux 
arguments a, a^^ .... 

Quand l'intégrale /= o est mise sous la forme composée relative à tous les 
arguments, l'expression o contient seulement les variables principales. 

Quand /=: o est une intégrale de forme normale, nous avons les équa- 

tions -^ = o, —^ =0, ..., et il résulte de ces équations que nous pouvons prendre 
la dérivée totale dey*, par rapport à l'une des variables indépendantes x^ 



J \dx da dxdui * •••y» 



^^^ . Cl '''/ ^„ , d'f 
dx dx 



sans différenticr, par rapport aux arguments, et sans faire attention aux limites 

du signe / . Par suite, nous pourrons effectuer seulement, par rapport aux 

variables principales, une quadrature par rapport aux variables indépendantes, 
pourvu que le résultat de la quadrature soit une expression normale (t;o//*§XV). 

Pour simplifier les opérations nous ramènerons quelquefois, à la forme com- 
posée, les intégrales des équations différentielles compatibles que nous n'aurons 
pas obtenues sous cette forme. 



228 K. M. PETERSON. 

III. — Lntégration des équations aux dérivées partielles 

DU PREMIER ORDRE. 

Equations linéaires du premier ordre. 

Soil donnée une équalion linéaire aux dérivées partielles /?, /?i, .. ., pm de y 
par rapport aux m -\- i variables indépendantes x^ x^^ . . ., Xm dont la forme géné- 
rale est 

(l) F z=zp + A,/?, + A,/?,-+- . . . + KmPm-^ K = O, 

où A|, . . ., A;,!, K sont des fonctions données de j^, x^ . . ., Xm*^ sous les conditions 

( 2 ) dXi :=■ Al ^J?, rfuFj =z A j ^X, . . . , ^•3:^m ^^ A,„ t/x , 

Téqualion donnée F == o, après multiplication par dx^ prend la forme 

F dx =zp dx -\- pi dx^ -f- . . . -\- pm dXfn -f- K dx =zdy -hK dx = o 
et se change, par conséquent, en l'équation conditionnelle 

( 3 ) dy -hKdxzno si dxi = A, dx, . . . , dx^ = A,„ dx. 

Quand les /w -f- i équations différentielles, par lesquelles s'exprime cette équa- 
tion conditionnelle, s'intègrent, alors, en désignant par 6, ai , . . ., am les constantes 
d'intégration, dans leurs intégrales 

Y=:o, Y, = 0, ..., Y,« = o, 

nous obtenons, d'après le paragraphe II, l'intégrale de l'équation condition- 
nelle (3), c'est-à-dire l'intégrale de l'équation donnée F = o, sous la forme 

(4) /(^,«,«i» ...,«/n) = o 

où / est une fonction arbitraire des m -f- 1 expressions auxquelles b, ai, . . ., a^ 
sont égales, d'après les intégrales trouvées. 

Cette intégrale est l'intégrale générale de l'équation linéaire du premier ordre 
donnée F=: o, et elle a une forme pure, puisque les arguments sont éliminés. 

Equations non linéaires du premier ordre. 

Soit donnée une équation quelconque 

(5) ¥{y,x,Xi, ...,x,„, /?,/?,, ...,/?;„) zzo 
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aux (lérivt^es partielles^, />|, ...,/?;„ de ^ par rapport k x^ x^^ , ..^Xm'j Téquatlon 
dé;;ivëe totale par rapport à Tune des variables indépendantes x a la forme 

où P, P|, ..., Pm désignent les dérivées partielles de />, pi, ..., yt>m par rapport 
à J7, ou, ce qui revient au même, les dérivées partielles de p |)ar rapport à Xj 
Xij . .., x„i^ et sont les dérivées partielles du second ordre de v, par rapport à Xj 

L^équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre (6) après division 

par -7—) prend la forme 

' dp '^ 

(7) O = P -i- A, P, -h AîP,-f- . . . -h A,„P,„-h K = o 



où 






Sous les m conditions 

(9) dx^i^K\dxy dxi^=:\idxy .,., dx^-=iKfndXy 

et, après multiplication pare/or, elle se change en Téquation différentielle condi 
tîonnelle 

E = O rfjT = P é/j? -h P, dx^ -+-... -f- P,„ dx,n -hKdx =:dp-hKdxT=o, 
qui, après introduction des valeurs (8) de A|, . . ., A;„, K, prend la forme 



SI 



(11) -7- dx, — dx = 0, .... — dx.n ; — dx =: o. 

^ ^ dp dpi dp dp^ 



m 



dV 
Nous avons obtenu cette équation conditionnelle au moyen de l'équation dérivée -7— • 

En remplaçant successivement x par X|, x^y .... ^T;;,, nous obtenons, sous les 
mêmes conditions (1 1), encore m autres formes de celte équation conditionnelle 

rfF . /dV\ , (IF , f dF\, 

(12) ;^''/'.+(5x;j^-^'=*' ^''^"'+tej''^"'=°' 

Fac. de T., v« S VII. 3o 
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rtV fil? 

déduites des équations -3 — ^ o, .. ., -3 — = o, qui, toutes ensemble, définissent 

évidemment la même dépendance entre les variables j»', X|, . .., Xm q»e celle qui 
est définie par réquation donnée F = o. 

Outre cette équation conditionnelle, qui s'exprime par 2m + 1 équations 
diflerentielles, à savoir les m conditions (1 1) et les m + 1 formes diflférentes (10) 
et (12) de Téquation à laquelle sont imposées des conditions, nous avons encore 
Téquation non conditionnelle 

(i3) df=:pdx -hpi cLci-h. . .-^ Pmdx^. 

Quand toutes les formes de Téqualion conditionnelle s*intëgrenl, nous 
avons 2m 4-1 intégrales^ avec 2m4-i constantes d*intrgration. Chacune de ces 
intégrales contient une constante d'intégration, parce que nous pouvons éliminer 
les constantes d'intégration introduites. 

En déterminant les m -f- 1 dérivées partielles /?|, . . ., pmi au mojen de m -f- » 
intégrales, et en portant leurs valeurs dans l'équation donnée F = o, nous obte- 
nons une équation entre les m -h i constantes d'intégration, par laquelle l'une de 
CCS constantes est définie. Kn portant les valeurs des dérivées partielles dans 
l'équation non conditionnelle (i3), nous obtenons une équation non conditionnelle 
d'ordre nul, avec m constantes d'intégration que nous pouvons prendre pour argu- 
ments de m conditions. En intégrant cette équation non conditionnelle, nous 
obtenons une intégrale de la forme normale /=• o, dans laquelle entrent tous les 
m arguments, et une nouvelle constante d'intégration 6, que nous pouvons, d'après 
le paragraphe H, prendre pour fonction arbitraire de tous les arguments, l'autre 
fonction arbitraire n'entrant pas dans l'intégrale. Cette intégrale y=o, dans 
laquelle entrent tous les arguments et la fonction arbitraire 6 = ^(^1, ..., am)i 
s'appelle l'intégrale générale de l'équation du premier ordre donnée F = o, et, 
comme elle est normale, s'exprime sous la forme 

tfa, da^ 

Les équations dérivées -^ =0, .... --^ = o, par lesquelles se déterminent les 

arguments ^i, ..., ami ^^^^ ^^^ intégrales des conditions (11). Nous intégrons 
les conditions seulement, quand, au mo^^en de leurs intégrales, nous obtenons les 
intégrales des autres équations différentielles, résultat auquel nous pouvons cepen- 
dant toujours arriver immédiatement. L'équation donnée est l'intégrale de l'une 
(le ces équations restantes. 

Après introduction des valeurs des dérivées partielles p^ fiy ..., Pmi l'équation 
non conditionnelle dy =p dx -\- P\ dx^ -f- , . ^•^- pm dxm s'intègre toujours, car 
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les conditions d'intégrabilîté -j^ = -^, ... sonl salisfaîtes par les valeurs des 
dérivées partielles p, Pij . • • , />»«. 

Intégrale complète et propriétés des équations de première classe. 

Les équations aux dérivées partielles du premier ordre forment la première 
classe des équations aux dérivées partielles et se distinguent par les propriétés 
suivantes : 

1. Dans les équations différentielles compatibles de la première classe, il y u» 
pour m — I variables indépendantes, seulement une équation conditionnelle 
donnée sous m conditions. Nous avons vu que, pourTintégration de cette équation 
conditionnelle et de Téquation non conditionnelle (i3), nous pouvons prendre 
les m arguments comme des constantes. De là résulte que Tintégrale générale 
d'une équation de la première classe est obtenue en intégrant pour des valeurs 
constantes de tous les arguments, ce qui est impossible dans les autres classes, où 
entrent plusieurs équations conditionnelles. Si, outre les m arguments d'une 
équation conditionnelle, nous prenons encore un argument comme une constante, 
les m 4- 1 vai*iables indépendantes se transforment en constantes, et toutes les 
équations différentielles deviennent des identités o = o. 

2. Dans une intégrale, nous pouvons remplacer toute fonction arbitraire par 
autant de constantes arbitraires que nous voulons, en développant cette fonction 
suivant les puissances des arguments, avec des coefiicients constants arbitraires. 
et en éliminant ensuite ces arguments. De là Tintégrale de première classe 

^ df df 

(i4) /-o, 5^ = o, ..., 3^ = 0, 

nous déduisons une telle intégrale particulière avec des constantes arbitraires, 
sous la forme /= o, en donnant aux m arguments ai, . , ., a/» des valeurs con- 
stantes dans l'équation y= o, par quoi la fonction arbitraire 6 = y(a,, ...,«,„), 
qui entre dans cette équation, se transforme en une nouvelle constante arbitraire. 

Cette intégrale particulière, qui renferme m -f- 1 constantes arbitraires 6, 
«M • • • î ^'»» s'appelle une intégrale complète de V équation du premier ordre 
donnée F = o, et elle peut s'obtenir non seulement par intégration, mais aussi 
par des considérations étrangères. 

D'après le sens d'une telle intégrale /= o, l'équation donnée F = o doit être le 
résultat de l'élimination des m -4- i constantes 6, «i, ..., rtw entre les m -|- 'à 
équations 
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Si nous prenons ai, . . ,^ a^ pour variables, et b pour fonction arbitraire de 
CCS variables, alors, après élimination des variables b, a^, . , ,j a^ entre les équa- 
tions 



ou 



dœ \dx ) 



dai dx * * ' daffg dœ 



nous obtenons évidemment la même équation F = o, en déterminant les argu- 
ments «1 , . . . , cf;„ par les équations -7^ = 0, . . . , -7^ =: o, car, par suite de ces 

dax da^ 

df fdf\ ., . 

équations, -j- ^M H^ 1 sont identiques. 

Il en résulte que Tintégrale complète de Téquation de première classe donnée 
est Tintégrale générale de la forme normale de cette équation, si nous prenons 
une des constantes arbitraires pour fonction des autres. Quelques équations 
d^ordre supérieur seulement ont une intégrale particulière avec constantes arbi- 
traires (le propriôlé analogue. 

3. Les équations conditionnelles de tous les ordres jusqu^à Tinfîni, au mo^en 
desquelles s^intègrent les équations de la deuxième et de la troisième classes, sont 
superflues dans la première classe. L'intégrale générale, si elle existe, d'une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre s'obtient toujours par intégration 
d'équations différentielles du premier ordre. 

En effet, quand nous avons l'intégrale générale de Téquation d'ordre n donnée 
F = o, alors, de toutes les équations dérivées jusqu'à l'ordre n inclusivement, que 
nous obtenons au mo^^en de cette intégrale générale, seront toujours exclues 
toutes les variables introduites, c'est-à-dire toutes les fonctions arbitraires, leurs 
différentes formes et arguments, et le résultat de l'élioj^ination sera l'équation 
d'ordre n donnée F = o. Ces équations dérivées sont les intégrales des équations 
différentielles compatibles, jusqu'à l'ordre n inclusivement. 

L'intégrale d'une équation différentielle qui s'intègre immédiatement contient 
une constante d^ntégration seulement; mais nous ne trouvons pas toujours, 
parmi les é(|uations dérivées jusqu'à Tordre n inclusivement, une équation intro- 
duisant seulement une variable. Pour le démontrer, il suffit de citer un exemple. 

L'intégrale générale de Téquation du second ordre 

s{JO-^y)^ni(p-^q), 

où m est un nombre entier quelconque {voir premier Mémoire, exemple VIII), 
contient deux fonctions arbitraires fx et oy dans différentes formes. Ces formes 
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L'intégration de ces m + tf équations dîfTérentîelles se ramène à la détermination 
des m + I constantes d'intégration bj a^, . . ., a^ entrant dans leurs intégrales, 
c^est-à-dire à la recherclie de m + i variables b^ a%^ ••., aju, dont les difleren- 
tielles db^ da%^ . . • s'annulent en vertu des équations (3) et (4)« 
Désignons par y une fonction inconnue de a, et par k Fexpression 



(5) 



= / (jr-ha,jr,-h...-h «m^^m -*- «)^7» 



que nous obtenons, en multipliant le premier membre de l'équation (2) par //y et 
en eHectuant la quadrature par rapport à a. 

La difTérenlielle totale de Féqualion (5) prend, en vertu de Téquation (2), la 
forme 

dkz=ydx-^l a, dy dx^ -4- ... -h / (x^dy dx^j 

et nous en déduisons, en vertu des m conditions (4)} 

dk=i\y-^ ?ifai dy^.,.-\'P„,j a^dyjdx. 

Il en résulte que, d'après les conditions (4)» k sert ane constante, si nous déter- 
minons Y par l'équation 



y 4- P, / a, rfy -h . . . H- P«, / a« €/y = o. 



En déterminant, par conséquent, les ni fonctions Yi> • ' •j^m àelsL variable 2^ au 
moyen ^es m équations, 

Iyi -*-Pi / ^tdyt -+-... -+-p«/ (x^dyi =0, 
v-/ I 

ym -H j3| / cti dy„-\'. ..-i-^^l (x^dy^=o, 

el en posant 

/ (a:-4-a|a:,4-... + a«^m-t-a)^yi —«1» 
(7) { ' 

nous concluons que ai, . . ., a^ sont des constantes, en vertu des conditions (6), 
et ceci montre que, par les équations (7), les intégrales des m conditions 
s'expriment avec les constantes d'intégration ai, . . ., a^. 
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En déterminant encore la fonction y par Téqnation 

( 8 ) y-\- ^* J ^' e/y 4- . . . -4- ^mjo^m rfy -+- P = o, 

et eu désignant / (or -|- a,arï -4-. . .-f- am^'/M 4- a)rfY par A, nous obtenons, en 
tenant compte de Téquation (2), la difTérentielle totale 



dh 



=zydx-^ I atdy dxx -H ... 4- j a^dy dx^ 



quiy par suite des conditions (4) et de Téquation (8), prend la forme dh=i — ^ dx. 
A Taide de cette équation, l'équation (3) dy -^ ^dxz=^o^ à laquelle sont 
imposées des conditions, se ramène à la forme dh — dy =^ o, et nous en déduisons 
l'intégrale h — y'=-b qui, après introduction de la valeur de A, prend la forme 



(9) 



/ (j: -+- a,a?, -H . . . 4- «,„ J?,„ ) rfy — 7 = 6. 



L'intégrale générale s'exprime par l'équation 

/(^, a,, . .., a^) = o, 

où /est une fonction arbitraire des m + 1 expressions auxquelles sont égales 6, 
ai , . . . , a^f d'après les équations (7) et (9). 

La détermination des inconnues yi, ...,Ym) à l'aide des équations (6), se 
ramène à l'intégration d'une équation diflerenlielle du m'^"*^ ordre. Mais si 
pj •••> pm sont des fonctions indéterminées, nous pouvons considérer y, yi, ...,y,„ 
comme des fonctions arbitraires. Les fonctions p, ^1, . . ., ^„i se déterminent alors 
par les équations algébriques (6) et (8). 

Exemple IL 
Supposons donnée une équation non linéaire du premier ordre 

OÙ ft Jk's ' ' - 1 fni'i 'f, •••? Ç/M représentent ini'\-'i fonctions arbitrairement 
données. 

D'après le paragraphe III, équations (10), (ii), (12) et (i 3), nous avons l'équa- 
tion non conditionnelle 

(2) dy=:pdx^pidxx-h.. .-hpmdx,„ 
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et Téquation conditionnelle, sous /n -4- i formes di(T*érenles, 

(3) f'pdpzn^'xdXy fiP\dpi = o[Xidj:i, ..., f',nPm<^Pm^^i,n^mdjC 



SI 



(4) fpdx^ — fyp^dx, ..., fpdx,n—f\^p,ndx. 

Il n'est pas besoin d'intégrer les conditions (4). Nous obtenons, par rinlégralion 
des équations (3), les m -+- i intégrales suivantes 

En portant ces valeurs dans l'équation donnée, nous obtenons, entre les constantes 
d'intégration, l'équalion 

(6) a -h a,-i-, . .-f-a,rt=o. 

Si aous désignons par F, F|, • . ., ,F,« les fonctions inverses des fonctions données 
que nous avons appelées /, /i, ..•, fmy nous obtenons, au moyen des iiilé- 
grales (5), 

/> = F((p.r -f- a), /?! = F, ( 9, j?i H- «r, ), . . . , /?,„== F,„ ( 0;„ ^,„ -h a„, ). 
Kn portant ces valeurs de p, pt, . . . , pm dans Téquation non conditionnelle 
( 2 ) dy z=z p dx -h pi dxi -»-... + />,„ rf-r,„, 

et en intégrant, nous obtenons l'intégrale générale sous la forme normale 

(7) y=f y{ox-\'a)dx-\- l F,(cpix,-l-ai)rfj7,-h...4- y F,„(9,„a;,„ + a,;,)t/jr,„ -f- 6. 

où 6 désigne une fonction arbitraire des m arguments <7,, «2, . ., gT;,,. 
rt est éliminé au moyen de l'é({uation (6). 



Exemple III, 

f{py Pu "'j Pm)=0. 

Les équations auxquelles sont imposées des conditions [équations (lo) et (12) 
du paragraphe lll] prennent la forme 

dp = o, dpi=iOf ..., dpn=:o. 
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\m moyen de leurs Intégrales 

p — Gy p^ — a^, ..., p„^-=a,n, 

lous obtenons l'intégrale de Téquation non conditionnelle 

dy^=zpdx-\-p^ dxx H- • . . 4- )»/,, dx„, 
sous la forme 

Si nous déterminons une des variables a, ^i, . . ., a,n en fonction des autres, en 
portant les valeurs de p, ptj . . ., pm dans Téquation donnée /==• o, et si nous 
prenons pour b une fonction arbitraire des variables restantes, nous avons Tinté- 
^rale générale de forme normale. 

Exemple IV. 

En posant F == / — V= o, nous obtenons, d'après le paragraphe 111, équa- 
tions (10), (i 1) et (12), Téquation conditionnelle suivante 

(i) -J-dp — pdx^o, -/-dp^—p^dx^ — o, ..., -^dp,,, — Pntdx^r=:o, 



SI 



( 2 ) -~ dx^ — -7^ dx:=:Oy . . . , -y- dx ^ T^ dx =1 O. 

dp dpy dp dp„, 

Nous en déduisons les m équations 

dpx __ dp dp^ dp dp„, dp 

Pi ~ p' Pt ~ p' ' Pm'^ P 

dont les intégrales sont 

(3) P\-=-a\P, P'i—(^tP, ", Pm — amP- 

La dernière intégrale nécessaire, la (m -f- 1 )''"', est l'équation donnée, qui prend 
la forme 

(4) f{p> cixPy •'•> a„p)=zy. 

\u mojen des intégrales (3), l'équation non conditionnelle 

dy — p dx -h Pi dxi -h. . .-h p,,, dx,„ 
Fac. de T., 2« S., Vlî. 3l 
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prend la forme 
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dy 

-^ HZ dx -h «1 dx^ -h a, dx^ -h . . . H- a^,, ^-Cw 



En exprimanl/) parj^, au moyen de Tintégrale (4), elen intégrant pour «i, ..., a 
constants, nous obtenons une intégrale générale de forme normale 



/ 






/M 



IV. — Équations aux dérivées partielles a deux variables indépendaihtes. 

Les équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque à deux variables indé- 
pendantes forment la seconde classe des équations aux dérivées partielles. Nous 
avons exposé en détail, dans deux Mémoires du Recueil ma thé manque (*), un 
inojen de les intégrer; nous le considérerons comme un cas particulier du pro- 
cédé suivant lequel nous intégrons les autres équations aux dérivées partielles. 



(a) Équations linéaires 'de la seconde classe, 

I 
Une équation linéaire, aux dérivées partielles d'ordre n Ae z par rapport a x et 

à /, a la forme générale 



(I) 



F -;;(«) + A,5f,'»-»^-^...-+-A«5„-+-K=:o; 



A,, ..., A„, K, et, dans les équations suivantes, B,, ..., B«_|, X, Y, //, 
désignent des expressions arbitraires d'ordre n — i ou d'un ordre inférieur. 
L'équation différentielle d'ordre n — i, dont la forme générale est 



(■*) 



E = rf-<'»-»>-+-B,^s\'*-*^ -+-... -i-B«_,e/^„ ,H-Xe/^-hYû(yi=o, 



se ramène, à l'aide des équations non conditionnelles 



^^(«-D „ .(„) ^^ ^ z\^-'^dy -h ... 4- dzn-i = <-, dx H- Zn dy. 



à la forme 



Sous une condition dy -\- u dx = o, nous en déduisons une équation de la forme 



(I) Tome VIII, page 291 et Tome IX, p. iZ'j(voir les traductions pages 109-163 et pages 1G7- 
21G du Tome VII, 2' série, de ces Annales), 
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qui, pour dx arbitraire, se change dans Téqualion linéaire d'ordre n 
(3) 0=5^«)-h(B, -//):;\" i)^.. . ._ i,B„_i5„H- X - ^^ Y = o. 

Celle équalion linéaire 4> = o, qui, sous la condition dy -\- udx=LO^ après 
multiplicalion par rfjr, se Iransforme évidemmenl à nouveau dans l'équalion diffé- 
rentielle d'ordre n — i 

Y^ — ^dx — Oy 

a la forme générale d'une équation linéaire d'ordre /i. 

Pour la détermination de Finconnue u et de l'équation différentielle 

Y.— Ydx — Oy 

en laquelle se transforme l'équalion linéaire d'ordre n donnée 

(i) F = c('') + A,5^,"->^-h...4-A«;;;,4-K = o, 

nous obtenons, en égalant les expressions F et 4>, les équations suivantes 

(5) A,= H,--//, A,=^B,— B|i/, .., A„=:— i/B„_,, 

(6) K = \-e/Y. 

Au moyen des n équations (3), nous oblenons, après élimination des n — i 
inconnues B| , . . . , B,,_| , une équalion de degré n 

(7) M"-+- A,M"->-h AsM^-^-f-. ..-H A„=:0, 

que nous appellerons équation aux racines, et par laquelle sont déterminées 
les n valeurs i/|, . . ., i/„ de l'inconnue u, A chacune de ces n valeurs, que nous 
appellerons racines de Inéquation donnée F = o, correspond une condition 
dy -\- Urdx = o, sous laquelle l'équation donnée F = o, après multiplication 
par dx, se transforme en une équalion différentielle d'ordre n — i, 

E,. = F dx z=z o. 

En déterminant 6f, . . , B,/.| par les équalions (5), nous obtenons ainsi n équa- 
tions conditionnelles d'ordre n — 1, de la forme 

(8) E,.=i dz\"-'^-\-{ki -+- tir) ^^^-'^-f- ( A,-l- A, ;/,4- «?) ^4"-^ -+-... 4- K ^jc = o 

si 

dy -\- Urdx = o. 

Quand les n équalions conditionnelles (8) s'intègrent, les argumenls sont déter- 
minés par les intégrales des n conditions dy -{- Utdx=: o;.de chaque argument, 
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dépend une fonction arbitraire qui entre dans les intégrales des équations Er= o 
auxquelles sont imposées des conditions. Par ces intégrales des n éql1atioD^ 
d'ordre n — i, E, = o, auxquelles sont imposées des conditions, les n dérivées 
partielles d'ordre n — i, ^g^""'*^ ..., 5,|_|, sont déterminées. En portant leurs 
valeurs dans les équations non conditionnelles 

(9) é/3^"-«)zii 5f«-*) dx 4- z'C-'' dy -^...^ dz^-r^ Zn-t dx 4- Sn -i dy, 

nous obtenons n — i équations non conditionnelles d'ordre n — 2, dont les inté- 
grales déterminent les n — i dérivées partielles d'ordre n — *>., et ainsi de suite. 
De cette manière sont intégrées les équations non conditionnelles de tous les 
ordres inférieurs, jusqu'à ce que nous obtenions l'intégrale de l'équation non con- 
ditionnelle d'ordre nul dz = z' dx -f- z^ dy^ en y portant 5' et z^. Cette intégrale 
se nomme Vintégrale générale de C équation linéaire d^ordte n donnée F = o, 
et contient n fonctions arbitraires, dont chacune dépend d'un argument. 



(P) Équations non linéaires de la seconde classe. 

Soit donnée une équation aux dérivées partielles d'ordre n de z par rapport à ^• 

et à j^, de la forme générale F = o; les deux équations dérivées du (/i H- 1 )'*''"* 

dV dF 

ordre — = o et -r- = o ont la forme linéaire et les mêmes coefficients pour les 
ax a y ' 

dérivées partielles 5^"+*^, . ., Zn^\' Il en résulte, d'après l'équation (8), que les 
deux équations linéaires -r— = o et -r^ = o ont les mêmes n racines, que nous 

Cl) je et f 

appellerons racines de l'équation donnée F = o. Ces n racines sont des expres- 
sions d'ordre /i, et s'obtiennent évidemment au moyen de l'équation du /i**''"* 
degré 

que nous appellerons équation aux racines relative à l'équation donnée 
F = o. 

A chacune de ces n racines «i, ..., Un correspond une condition dy -{- Urdx = o, 

^F dY 

sous laquelle les deux équations linéaires d'ordre /i -h i , -1— = o et -^ = o, après 

multiplication par dx^ se transforment en deux équations différentielles d'ordre //, 

dV d¥ 

-— dx = o el-j-dx = o^ qui sont identiques entre elles en vertu de dF = o. 

INous déduisons de là n équations du /i^^'™^ ordre auxquelles sont imposées des 
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conditions 

(il) -r-ax=:o ou — — ajr = o SI ay -h Uf.da: =. Ot 

' dx dv J r 

dont chacune a deux formes. 

Quand ces n équations conditionnelles du /i**"*^ ordre s'intègrent, nous pouvons, 
au moyen de leurs n intégrales et à l'aide de l'équation donnée F = o, déterminer 
les n H- I dérivées partielles du ai**^""*^ ordre z^'*\ . . ., Zn^ qui permettent, comme 
nous l'avons déjà vu, d^intégrer successivement toutes les équations non condi- 
tionnelles d'ordre inférieur, jusqu'à ce que nous obtenions Tinlégrale de l'équation 
non conditionnelle d'ordre nul, qui est Tintégrale générale de l'équation d'ordres? 
donnée F = o. 
* 

(y) Equations bilinéaires de la seconde classe. 

Nous avons obtenu les n équations conditionnelles d'ordre n — i, au mojen de 
l'équation linéaire d'ordre n donnée F = o, sous la forme 

E = o si dy -\- a dx T^ Oy 

où E = o est une équation difl'érentielle d'ordre n — \^ 11 une expression d'ordre 
n — I ou d'ordre inférieur. 

En exprimant, au moyen des équations non conditionnelles, toutes les diflfé- 
rentielles dz^"''^^ . . ., dz,i_i dans E, par dx et dy, nous amenons Téquation dif- 
férentielle E = o à la forme M dx -\- N dy = o, et par suite, après division par N, 
nous obtenons l'équation conditionnelle sous la forme 

(12) dy -\- i'dx^io si dy -h udx z=z o, 

où nous appelons u racine, v racine complémentaire de cette équation condi- 
tionnelle. La racine u est l'expression d'ordre n — 1 ou d'ordre inférieur que nous 
obtenons par la résolution de Téquation aux racines; mais la racine complémen- 
taire if = z^ est une expression d'ordre n de la forme particulière 

(i3) 



M _ ez<" ^ -heiZ'^'-^^-h.. .4-gnC»-i-HX 
N ~ ^- ' ^ 4- e, s^,"-*^ 4. . . . -h e;, ;;;, ^- Y ' 



où e, ^1, . . ., e,t, X, Y sont des expressions d'ordre n — i ou d'ordre inférieur. 
Nous appellerons une expression i^ de cette forme, une expression bilinéaire 
d* ordre n. Sa propriété consiste en ce que toute équation de la forme dy-\- çdx= o 
se transforme en une équation diflercnlielle d'ordre n — i 

e dz^"-^^ -h e, dz^l'-^' -^ ... 4. en dz^.i-^- \dx-h\ dy=zo 
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et qu'inversement, toute équation différentielle d'ordre n — i se ramène à la forme 

dy -h r dx ■:= o. 

I/équation conditionnelle d'ordre n — i 

E = o si dy -h udrz=o, 

que nous obtenons au moj^en de Téquation linéaire d'ordre /i, F = o, s'exprime 

seulement par une équation différentielle d'ordre n — i, E = o, et de là résulte 

qu'une équation d'ordre /i, qui a une équation conditionnelle d'ordre n — i , E = o 

si E| == o, exprimée par deux équations différentielles d'ordre n — i, ne peut être 

de forme linéaire. 

En effet, au moyen de l'équation conditionnelle E = o si E| = o, qui se ramène 

à la forme 

dy 4- i' dx =z o si dy -\- u dx r= o, 

où t' = — > // =r ^ sont des expressions bilinéaires d'ordre /i, nous obtenons, 

dv 
après élimination de -j-y une équation d'ordre n 

(n) *•— w ou n~N"' 

qui doit être identique à l'équation d*ordre n donnée F = o, parce qu'il n'existe 

qu'une équation d'ordre /i. 

Si u est une expression d'ordre n — i ou d'ordre inférieur, comme cela a lieu 

pour une équation linéaire, l'équation (i4) prend en effet la forme d'une équation 

linéaire d'ordre n 

F = M-i/N=o. 

Mais, si r et u sont des expressions bilinéaires d'ordre /i, l'équation d'ordre n 
donnée F = u se ramène à l'égalité r = a de deux expressions bilinéaires d'ordre /i, 

M M 

ou se présente sous la forme de la proportion — = ^ entre quatre expressions 

linéaires d'ordre n ^ro//* deuxième Mémoire), et nous appellerons une telle équa- 
tion, une équation biiinéaire d* ordre /i. 

MM 

l/équalion biiinéaire d'ordre /ï, ^. = ^, se ramène à la forme 

ii5) F=-MN.-M,Ni=o, 

dont les termes ne contiennent pas seulement les premières puissances de toutes 
les dérivées partielles d*ordœ /i, z^'^'^ z^, mais aussi leurs produits deux à 
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deux. Ces produits ont deux à deux un seul et même coeffîcîenl, et se réunissent 
en un seul terme que nous appellerons un terme bUinéaire d^ ordre n. 
Au moyen de Inéquation bilinéaire d^ordre /i, 

nous obtenons en général seulement une égalité ï^ = i^ entre deux expressions 
bilinéaires, et par suite seulement une équation conditionnelle d'ordre /i -4- i, 

M ^J7 -+- N dy = o si Mi dx -+- N, dy =r o. 

Mais si les expressions linéaires M et N,, ou M, ei N ont les mêmes termes de 
degré /i, de sorte que l'ordre de l'expression M — Ni est inférieur à /7, nous 

déduisons encore de l'équation F = o la seconde éfiralité rr- =: tt- de deux expres- 

^ " M, ^^ ^ 

sions bilinéaires d'ordre /i, à laquelle correspond la seconde équation condition- 
nelle d'ordre n — i , 

^dx -^W^dy ^iQ si N dx -h N, dy =: o. 

Si Téquation conditionnelle d'ordre n — 1 de l'équaiion bilinéaire d'ordre n 
donnée F = o s'intègre, l'intégrale trouvée sera une équation aux dérivées par- 
tielles d'ordre n — 1, que nous pourrons intégrer d'après ce qui précède. 

Comme toute équation conditionnelle d'ordre n — i se ramène à une équation 
linéaire ou bilinéaire d'ordre /i, nous en concluons qu'une équation non linéairi» 
d'ordre n n'a pas d'équations conditionnelles d'ordre n — i. Une équation bili- 
néaire d'ordre n en a une ou deux; une équation linéaire d'ordre /ï a n équations 
conditionnelles d'ordre n — i. Nous avons vu que les racines d'une équation 
linéaire d'ordre n sont des expressions arbitraires d'ordre n — i, les racines com- 
plémentaires, des expressions bilinéaires d'ordre n. 

Comme nous obtenons les équations conditionnelles d'une équation non linéaire 

^F 
d'ordre /i, F = o, au moyen des équations linéaires d'ordre /? H- i, -7— = o ou 

d^ 

— = o, nous en concluons que les racines de cette équation sont des expressions 

arbitraires d'ordre /z, les racines complémentaires, des expressions bilinéaires 
d'ordre n -t- 1 . 

Une équation bilinéaire d'ordre /{ a, comme une équation non linéaire d'ordre /i, 
de telles racines et racines complémentaires; mais, parmi elles, se trouvent une 
ou deux racines qui sont des expressions bilinéaires d'ordre n et dont les complé- 
mentaires sont aussi des expressions bilinéaires d'ordre n. 



i 
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Equations conditionnelles (Vordres supérieurs. 

Soit donnée une équation aux dérivées partielles d'ordre n^ F = o; toutes les 
équations dérivées, dont la forme générale est 

ont la forme linéaire et les mêmes /i -h i coefiicients pour les dérivées partielles 

supérieures. 

Il en résulte que toutes ces équations linéaires 4>jf = o ont les mêmes n racines 

Wt, •••î W/17 qui seront les racines de Téqualion donnée F = o, parce que nous 

avons 

<!»•=. F, 

si F = o est de forme linéaire, et 

si F = o est de forme non linéaire. 

Nous en concluons que, sous chaque condition dy -f- udx = o, correspondant 
à une des racines 2/|, ..., 2//, de Téquation donnée F=:o, Féquation linéaire ^|f = o 
d'ordre jx-f-v-h/i se transforme en l'équation conditionnelle d'ordre [x-f-v-h/î — 1 

(16) <^iJ' dx -o si dy -^ u dx ■=: o, 

laquelle, pour le même ordre, a [jl -h v -f- i formes différentes obtenues au moyen 

des [JL 4- V -h I équations dérivées 

^o^,= o, ..., <>?•— o, ..., 4>!J^^=o 

d'un seul et même ordre jx -f- v -f- ai. 

L'ordre de toutes ces équations conditionnelles (16) est supérieur à n — 1; 
mais, parmi elles, pour jx = o, v = o, se trouvent les n équations conditionnelles 
d'ordre n — i , que nous obtenons au moyen de l'équation donnée F = o, si elle a 
la forme linéaire. 

Les racines de toutes ces équations conditionnelles, c'est-à-dire les racines de 
l'équation donnée F = o, sont des expressions arbitraires d'ordre n ou n — 1 ; mais 
les racines complémentaires sont des expressions bilinéairesde tous les ordres de n 
à l'infini. 

Si sous chacune des n conditions 

dy -{- Uidx=: ij, . . ., dy -h u„dx=zo^ 
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de l'éqiialion aux dérivées partielles d^ordrc n donnée F = o, s'intègre une équa^ 
lion conditionnelle d'ordre et de forme choisis à volonté, l'intégrale générale 
existe, et sa découverte esl ramenée à l'intégration d'équations non conditionnelles 
satisfaisant aux conditions d'intégrabililé. En eflel, si nous avons n inléi^rales, 
qui ne sont pas identiques et qui conliennent toutes les n fonctions arbitraires, 
alors, en les amenant, au mo^en d'une diflerentialion, à un ordre supérieur, 
n -\- m par exemple, ei en leur ajoutant les m-{-\ équalions dérivées 0^'* = o, ..., 
0", = o, nous aurons les m -h /i -h i équations d'(»rdre m 4- n^ au moyen des- 
(|uelles nous pourrons déterminer les m -}-/* 4-1 dérivées [)arlielles z^"^'^'^\ -.m^w+z/ 
d'ordie m-^n. Nous obtenons, par suite, successivement les intégiales des équa- 
lions non conditionnelles de tous les ordres inférieurs, jusqu'à Tinlégrale géné- 
rale inclusivement. 

Les équations non conditionnelles ont la forme générale 

OÙ -r- el ~- sont des dérivées partielles d'ordre m, quand p est d'ordre m — i . 
dx dy ^ ^ n r 

Quand nous avons déterminé toutes les équations d'ordre m et -/-» -/-> la condi- 
^ ■ ax Cl y 

... , I •!• r ^^P fi*P 1 lï » t ^P I ^P t t 

hon d intesrrabilite , , = - — ^ de l équation dp = -~ dx -f- -:- dy s exprime 
° dx dy dy dx ^ ^ dx dy -' » 

ou par une identité, ou |)ar Téquation d'ordre m que nous avons déjà. 



Equations conditionnelles avec des fonctions arbitraires. 

Soit donnée une équation aux dérivées |)artielles d'ordre /i, F=:o; alors, outr*^ 
les équations conditionnelles de lous les ordres, depuis n — i jusqu'à l'infini, que 
nous obtenons au moyen des équations dérivées, existent encore des équations 
conditionnelles de tous les ordres, depuis zéro jusqu'à l'inlini, que nous obtenons 
au moyen des intégrales trouvées. Ces équations conditionnelles contiennent des 
fonctions arbitraires et servent pour la simplilication de l'intégration. En efl'et, 
chaque intégrale d'ordre m, 4>=:o, de l 'équation donnée d'ordre n, F=:o, est une 
équation aux dérivées partielles, par l'intégration de laquelle nous pouvons obtenir 
l'intégration générale de l'équation donnée F = o. 

Si la fonction dérivée, entrant dans l'intégrale générale y*= o, n'entre pas 
dans l'équation d'ordre m, 4> == o, la racine it de la condition, par laquelle 
s'exprime l'argument de cette fonction, doit être une racine commune des équa- 
lions 4> = o et F = o. Nous obtenons donc l'équation conditionnelle d'ordre n — i , 

<^ dx =io si dy -^ u dx =. o, 
Fac, de T., a- S., VII. 3*2 
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lion eôl salisfaile qu'exisleni les conditions sous lesquelles, au moyen de F = o, 
nous obtenons Téquation dillérenlielle E = o, et dans ce cas, par les équations (8), 
sont délerminées deux valeurs Ut et U2 de rincoonue u^ auxquelles correspondent^ 
d'une manière définie, deux valeurs t>, et v^ de l'inconnue v. 
En déterminant B et C au nioyt-n des équations (6) : 

cl, en remarquant que le terme X r/x + Y r/y -{- Zrfj, dans l'équation (2), prend 
la (orme K r/x dans réquation 

nous obtenons aii moyen de l'équation linéaire du second ordre donnée 

(.) F=/,'+A,>; + 'A'y + A„/.,+ 'A,'/»,+ 'A>+K=o, 

deux équations conditionnelles du ])r€mier ordre 

( 1 1 ) E, — F t/j? = dp' -+- ( a; — 1/, ) dp^ 4- ( 'A' — V, ) ^> -h K c/x = o 



SI 



dv zn Ui djCy dj = (',. djc 



et 

(12) Y.^—Ydx — dp'-^{K, — M,) dp, -+- ('A'— r,) c/> -f- K ^/^ = o 



SI 



dy =^ Wj dxy dz z:= \\ dx. 



Nous appellerons les expressio-ns du premier ordre /i, et Cj, racines de lu pre- 
mière équation conditionnelle, u^ et v^ racines de la seconde, et les trois équatioiii^ 

(8) a» — A> -h A^ = o, r« — 'A'r -+- ''A = o^ 'Ku^~ 'K, uv 4- A, r«=: o, 

au mo^'en desquelles nous obtenons ces racines, les équations aux racines. 

1^'intégrale de chacune de ces équations conditionnelles s'exprime par trois 
équations, avec trois constantes d'intégration dofit une est fonction arbitraire des 
deux autres. 

En désignant ces constantes d'intégration par 6, a, tii; ^, a, ai, nous pouvons 
exprimer les deux intégrales par les deux équations 

(i3) ^=/(«,«i), i^ — (^{(x,(x^) 

entre les expressions auxquelles les constantes d'intégration sont égales, d'après 
les intégrales trouvées. 
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Dans rinlégralion des équations de la preinitre classe, d'après le paragraphe III, 
cl de la deuxième classe, d'après le paragraphe IV, toutes les dérivées partielles 
de même ordre sont délerminées par les intégrales des équations condilionnelles 
de cet ordre, et nous obtenons, par suite, Tinlégrale générale, par l'inlégralion 
des équations non conditionnelles d'ordre inférieur. Les équations compatibles de 
la troisième classe ne possèdent pas cette propriété, car déjà, dans le premier 
i;roupe de la troisième classe, les trois dérivées partielles du preniior ordre/?', />^, 
'/? ne sont pas déterminées par les deux intégrales (i3) des équations condition- 
nelles du premier ordre. 

Les équations conditionnelles qui manquent, contiennent des fonctions arbi- 
traires cl s'obtiennent seulement au moyen des intégrales déjà trouvées. 

I3ans la deuxième classe, nous pouvons, d'après le paragraphe IV, employer de 
telles équations conditionnelles pour la simplification de l'intégration. 

Toutes les dérivées partielles du premier ordre //, /;^, 'p ne sont pas déterminées 
par les deux intégrales (i3), et de là résulte que, déjà dans le premier groupe de 
la troi>ième classe, les dérivées partielles d'un même ordre ne sont pas détermi- 
nées par les intégrales de toutes les équations conditionnelles de cet ordre. Le 
mécanisme d'intégration, cpii est basé sur cette propriété des équations dilleren- 
lielles compatibles de la première et de la deuxième classes, n'est pas applicable, 
par conséquent, dans la troisième classe, mais se simplifie pour les équations 
linéaires du premier groupe. 

Eu effet, nous pouvons considérer chacune des intégrales (i3), comme une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre, dans laquelle entre une fonction 
arbitraire de deux arguments. En intégrant cette équation, d'après le paragraphe III, 
nous obtenons l'intégrale générale, dans laquelle entre encore une seconde fonc- 
tion arbitraire de deux arguments. 

Si l'intégrale b ^=. f{a^ Oi) de l'équation conditionnelle (i i) a la forme linéaire, 
alors, d'après le paragraphe 111, nous déduisons de là une é(|uation conditionnelle 
d'ordre nul, dont l'intégrale sera l'intégrale générale cherchée. Dans ce cas, 
l'équation conditionnelle (12) et l'équation non conditionnelle 

dp =z p' dx -h p, dy -h 'p dz 

sont superflues; mais, dans l'équation conditionnelle intégrée, entre une fonction 
arbitraire. 

Si l'intégrale b =:/{a^ Ot) n'a pas la (orme linéaire, alors, d'après le para- 
graphe 111, nous en déduisons trois équations conditionnelles du premier ordre, 
parmi lesquelles, après élimination de la fonction arbitraire, nous trouvons l'équa- 
tion conditionnelle (12). L'équation non conditionnelle 

dp zn p' dx -h p, dy -h 'p dz 
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tioii Cet salisfaile qu'exisleni les conditions sous lesquelles, au moyen de F = o, 
nous obtenons réquation dillérentielle E = o, et dans ce cas, par les équations (8), 
sont déterminées deux valeurs //« et 11-2 de l'inconnue u^ auxquelles correspondent, 
d'une manière définie, deux valeurs ç'j et i'o de l'inconnue v. 
En déterminant 13 et C au moyen des équations (6) : 

cl, en remarquant que le terme X r/ J7 + Y (fy -h Ldz^ dans l'é(|uatioii (2), prend 
la (orme Ys^dx dans récjuatiou 

E ==: F dx =z o, 

nous obtenons au moyen de l'équation linéaire du second ordre donnée 

(0 F = p'+ A>; 4- ■K"p' + K„p,+ 'k, 'p,+ 'X'p H- K=: o, 

deux équations conditionnelles du |)r€mier ordre 

(I I ) E, = F dx =z dp' 4- ( a; — 1/, ) dp, -H ( 'A' —v^)d'p-^Kdx=zo 



SI 



dy =: Ui dxy dj = c,. dx 



et 

(12 ) Y^^^Ydx — dp'-^ (A; — u^)dp, -+- ('A'— %\) dp -f- K dx = o 



SI 



dy m //j dxy dz := \\ dx. 



Nous appellerons les expressions du premier ordre «/, et r^, racines de la pre- 
mière équation conditionnelle, u^ et s?^i racines de la seconde, et les trois équalion» 

( 8 ) //« - a; w -+- a, = o, (^« - 'A' «' -H "A m: o, ''A li" — 'A, iiv 4- A, r* = o, 

au moyen desquelles nous obtenons ces racines, les équations aux racines. 

L'intégrale de chacune de ces équations conditionnelles s'exprime par trois 
équations, avec trois constantes d'intégration do-nt une est fonction arbitraire des 
deux autres. 

Eu désignant ces constantes d'intégration par 6, a, a^; ^, a, ai, nous pouvons 
exprimer les deux intégrales par les deux équations 

(i3) ^=^/(«,ai), (3:iz9(a,aJ 

entre les expressions auxquelles les constantes d'intégration sont égales, d'après 
les intégrales trouvées. 
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Dans l'intégralion des équations de la première classe, d'après le paragraphe IH, 
et de la deuxième classe, d'après le paragraphe IV, toiiles les dérivées partielles 
de même ordre sont délerminées par les intégrales des équalions condilionnelles 
de cet ordre, et nous obtenons, par suite, l'intégrale générale, par l'intégration 
des équations non conditionnelles d'ordre inférieur. Les équalions compatibles de 
la troisième classe ne possèdent pas cette propriété, car déjà, dans le premier 
i;roupe de la troisième classe, les trois dérivées partielles du preniicM* ordre />', /?^, 
'/? ne sont pas déterminées par les deux inlégralcs (i3) des équations condition- 
nelles du premier ordre. 

F^es é(|uations conditionnelles qui manquent, contiennent des fonctions arbi- 
traires et s'obtiennent seulement au moyen des intégrales déjà trouvées. 

Dans la deuxième classe, nous pouvons, d'après le paragraphe IV, employer de 
telles équations conditionnelles pour la simplification de l'intégration. 

Toutes les dérivées partielles du premier ordre //, />^, 'p ne sont pas déterminées 
par les deux intégrales (i3), et de là résulte que, déjà dans le premier groupe de 
la troisième classe, les dérivées partielles d'un même ordre ne sont pas délermi- 
nées par les intégrales de toutes les équations condilionnelles de cet ordre. Le 
mécanisme d'intégration, (|ui est basé sur celle propriété des équalions dilléren- 
tielles compatibles de la première et de la deuxième classes, n'est pas applicable, 
par conséquent, dans la troisième classe, mais se simplifie pour les équalions 
linéaires du premier groupe. 

En effet, nous pouvons considérer chacune des intégrales (i3), comme une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre, dans laquelle entre une fonction 
arbitraire de deux arguments. En intégrant cette équation, d'après le paragraphe III, 
nous obtenons l'intégrale générale, dans laquelle entre encore une seconde fonc- 
tion arbitraire de deux arguments. 

Si l'intégrale b =. f(^a^ ai) de l'équation conditionnelle (m) a la forme linéaire, 
alors, d'après le paragraphe 111, nous déduisons de là une é(|uation conditionnelle 
d'ordre nul, dont l'intégrale sera l'inlégrale générale cherchée. Dans ce cas, 
l'équation conditionnelle (12) et l'équation non conditionnelle 

dp = p' dx -h p^ dy -h 'p dz 

sont superflues; mais, dans l'équation conditionnelle intégrée, entre une fonction 
arbitraire. 

Si l'intégrale b =/{a^ at) n'a pas la forme linéaire, alors, d'a[)rès le para- 
graphe III, nous en déduisons trois équalions condilionnelles du premier ordre, 
parmi lesquelles, après élimination de la fonction arbitraire, nous trouvons l'équa- 
tion conditionnelle (12). L'équation non conditionnelle 

dp :=: p' dx H- />, dy -H 'p dz 
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s'intègre au moyen des trois intégrales de ces équations, et nous en déduisons 
l'intégrale générale de forme normale. 



Exemple. 
Les équations aux racines (8) prennent la forme 

a' — I iir O, i'' — l:=0, U^ — lUV -^ V^=:0 

et nous en tirons les racines 

W| = l, «^1=1, //, = — I, i',= — I. 

(^es deux équations conditionnelles (i i) et (12) prennent la forme 

dp' — dpi — d' p 1= o si dy — dx =: o, dz — dx-=o, 
dp' ■+■ dp, -\- d'p =: o si dy -^ dx = o, dz-h dx = o 

et nous en déduisons les deux intégrales de forme linéaire 

La première intégrale, après multiplication par dx^ sous les conditions 

dy -h dx = 0, dz -^ dx =z o, 

se change dans l'équation conditionnelle 

dp =/dx, 

et nous en déduisons, en désignant 1 /dx par ^, une intégrale générale de la 
forme 

p = 9[(y — ^)f i^ — ^)]-^H(y-^^)> (5-*-^)]- 

Nous obtenons de la même manière l'intégrale générale 
pour l'équation 

^^p"=^y^p,-h '^^y'p.^y^p,' 
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Exemple. 

Les équations aux racines prennent la forme 

2/?, w -4- />' = o, l'pv -\- p' zzio, /;* w*-— '/^ *(»'== o 

el nous en tirons les racines 

P' P' 

Ap A p 

Après multiplication de l'équation donnée par dx^ nous obtenons, sous les 

conditions 

dy — Uidxzzz o, dz — v^ dx = o, 

la première équation conditionnelle 

'/> dp, — Pf d'p = si 2dy -{- ^dx = o^ 2 dz -h f- dx —. o. 



ou si 



p' dx -\-p,df -h 'p dz = o, dy — -^dz =zo. 

Pi 



L'intégrale de cette équation conditionnelle 



a la forme linéaire 



Ç=aS p^oL, j_.^ = cp(a,a) 



p,-a^'p = o. 



Les conditions 

dy — iii dx 1= o, dz — ç^ dx =: o, 

après introduction des valeurs de Wj et 1^2» prennent la forme 

dx = o, p' dx -+- p^ dy -i- '/? dz = o, 

et il en résulte que les arguments de la seconde équation conditionnelle sont jt et/?. 
L'équation donnée, après multiplication par dy ou par dz, sous les conditions 

dx ==. o, p, dy -h'pdz =z o, 
se change en la seconde équation conditionnelle 

d z 1= o si dx = 0, dp ^=z o, 



23 2 K. 31. PETERSOX. 

dont rinlég;rale 

iTa pas la forme linéaire. 

Eli considériint l'intégrale p^ — a''p = o, y ^ z= z{/f^ n) de la première 

équation conditionnelle, comme une équation du premier ordre, nous obtenons, 
nprcs multiplicalion par dy^ l^é(]uation conditionnelle 

( p, — a^ 'p ) dy z=z dpT:= o si djc = o, dz -h a^ dy = o. 
Kn remarquant que 

^{^y -^- ^) = fr - ^) ^^« H- flr r/K -h -^ = 9(^, a) da, 

nous obtenons rinlégrale générale 

/(/',J^)-+-^(/^«) = «7 



a 



(|ui, relativement à l'argument <?, a une forme normale, puisque 

da TV/ » / . ^t 



VI. — Équatiojms non linéaires aux dérivées partielles du seconi> oki»uk 

A TROIS variables INDÉPENDANTES. 

Soit donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre de p par 
rapport à x^ y^ 3, de la forme générale F = o; son équation dérivée 

, ^ ^F dF „ d¥ „ dF , , dF , dF , , dF , , fdF\ 

a la forme d'une équation linéaire du troisième ordre, et, d'aprrs le paragraphe I, 
sous les deux conditions du deuxième ordre 

( 'A ) dy — u dx = 0, dz — v dx •=. o, 

se transforme, après multiplication par dx^ en une équation ditFérentielle condi- 
tionnelle du deuxième ordre. 

dF 
Cette équation différentielle -r-dx = o a la forme 

' dx 

(3) ^ '//'' + A. //>; + iwy+(^^j./.r = o, 

car dp^^ ^^' Pft (^" p ne peuvent entrer dans l'équation. 
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Pour la délerminalion des inconnues A, B, w, f, niellons Inéquation (3) sous 

la forme 4> rfx = o, en exprimant d[i\ d'p^^ d' p' au moyen de dx^ dy^ dz et en 

posant 

dy z=i a dZy dz = i' dx, 

.' dF 
En égalant les deux expressions -y- el 0, nous obtenons 

dF dF „ dF dF 

dp[ dp' d'p' dp^ 

mais les inconnues £^ el i^ doivent être déterminées par les trois équations 

dF , dF dF 

dp" dp^ dp^ 

, dF , dF dF 

dp' d'p' d"p 

dF ^ dF dF , 



d"p d^p, dp„ 

que nous appellerons équations aux racines. Nous en concluons que l'équation 

conditionnelle du second ordre clierchée n^exisle pas pour une forme arbitraiie 

de l'équation donnée F = o. En éliminant u el v des trois équations (5), nou» 

dF dF ^. 

obtenons une équation entre les dérivées -m > • • • j -r— • Si cette équation est satis- 

faite, nous obtenons, au moyen des équations (3), deux valeurs u^^ U2 de Tin- 
connue Uj auxquelles correspondent, d'une manière déterminée, deux valeurs i^i, 
^2 de l'inconnue v. Par ces valeurs des inconnues u el i^ sont déterminées, d'après 
l'équation (3), deux équations conditionnelles, chacune sous deux conditions. 
Chacune de ces deux équations conditionnelles a trois formes différentes, parmi 

lesquelles nous n'en obtenons qu'une, au moyen de l'équation dérivée-^ =0; 

les deux autres formes s'obtiennent de la même manière, au moyen des équations 

dérivées 

dF dF 

—— =0 et -— =r o. 

dy dz 

Si dans les équations aux racines (5), nous remplaçons x par y ou z^ nous 
obtenons évidemment les mêmes équations aux racines, et nous en concluons que 
les trois équations dérivées 



dV 

dx •*' 


dF 

dy «' 


dF 

dz 


Fae. de T., a- S., VII. 







33 



'21 ] K. M. PETEUSON. 

se transforment, sous les mêmes conditions 

dy — ^/, dx = o, dz — (^, djc =i o ou dy — //j djc = 0, <fw — «'$ ^j: = o, 

dans (les équalions conditionnelles du deuxième ordre. 

En introduisant les valeurs de A et B tirées des équations (4), et en reni- 
j)laçant x par y et c, nous obtiendrons toutes les équations auxquelles sont 
imposées des conditions 

dV , , fdV dF\ , , ( dY ^F\ ,, , (dV\. 

I c/y>, \dp, udpj \d'p, lidpj Viy) -^ 

d¥ ,, fdF dV \ ., , ( dV u dV\., [dV\, 

^lous obtenons les valeurs conjuguées 11^^ v^ ou u^^ ^2 <Jes inconnues //, i' |)ar la 

résolution des équalions aux racines (5). D'après leur origine, nous pouvons 

désigner les équations (6), auxquelles .sont imposées des conditions, par 
d? , ^F , ^F , 

dx dy '^ dz 

Outre les deux équations conditionnelles du second ordre 

^ ' dx dy ^ dz 

si 

dy — W| dx m o, dz — v^ dx = o 

et 

(8) IB.^^^^^ ^^^'^^' ;?7^-" = ^ 

si 

dy — f/2 ^-^ = Oy ^5 — i^j d/x = o, 

dont chacune a trois formes, nous avons encore les équations non conditionnelles 
du deuxième ordre 

I dp' i^p" dx 4- p', dy 4- 'p' dzy 

(9) ] dp,z=p', dx-\-p„dy-^'p' dz, 

\ dp — 'p' dx -+- 'p, dy 4- "p dz, 

qui, après élimination de /?", ..., "p, se transforment dans des équations différen- 
tielles du premier ordre, et l'équation non conditionnelle du premier ordre 

(10) dp ^z p' dx -h p, dy -h 'p dz. 
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Toutes les équations non conditionnelles (j) ont pour somme dF = o, et nous 
en concluons que si elles s'inlègrent, parmi les trois constantes d'intégration qui 
entrent dans leurs intégrales, Tune d'elles est délerminée au moyen de l'équation 
donnée F = 0. Nous pouvons considérer les deux autres constantes d'intégration a 
et «1 comme les arguments des conditions 

c/y — // , dx =^ o, dz — (>, du: nz o, 

dont les intégrales nous sont inconnues. 

Si, au moyen des trois intégrales trouvées, dont Tune sera Téquation donnée 
F*'r=:o, une des équations non conditionnelles (g) s'intrgre pouraetr/| constants, 
nous obtenons l'intégrale intermédiaire du premier ordre y= o, qui. d'après le 
|)aragraphe II, a la forme normale. Nous pouvons, d'après le paragraphe II, prendre 
sa constante d*intégration h pour fonction arbitraire hz=o(a^ Ox) des arguments (t 

et «1, et nous obtenons, par suite, les intégrrales -;- = <*. -r- = o des deux con- 

^ ^ da da, 

ditions dy — iixdx =^0j dz — K\dx = o, Nous pouvons, d'après le para- 
graphe III, au moyen de cette intégrale intermédiaire du premier ordre y= o, 
dans laquelle entre la fonction arbitraire' b = o(ay «i), trouver l'intégrale géné- 
rale, contenant encore une seconde fonction arbitraire ^ = •i»(a, a,) de deux nou- 
veaux arguments a et ai . 

F^es deux conditions dy — Ut dx = o, dz — i\ dx = o, dont nous avons déduit 

les intégrales -^ = o, —- = o de l'intégrale y = o de l'équation non condition- 
nelle, s'intègrent immédiatement dans ce cas; mais les deux constantes d'intégra- 
tion, qui entrent alors dans leurs intégrales, sont deux formes inconnues d'une 
fonction arbitraire, et, tant que leurs valeurs nje sont pas déterminées, ne peuvent 
être introduites. 

Les intégrales des équations (^) et (8), auxquelles sont imposées des conditions, 
se ramènent à l'équation F = o, qui entre deux fois parmi elles, et aux quatre 
intégrales A = o, Ai = o, A = o, Ai = o, avec les constantes d'intégration a, 
rt,, a, a|. 

Les intégrales B = o, C = o, B = o, C = o des quatre conditions dy = u^ dx^ 
dz = i^i dxj dy = U'2dx, dz = v^dx contiennent quatre constantes d'intégra- 
tion 6, c,^, y; 6 et c sont fonctions des arguments «, a^ et p, ^ fonctions des 
arguments a, a|. 

Toutes ces intégrales représentent quatre é(|uations du second ordre 

^ = cp(a, a,), c = 9,(a, a,), j3 = '^(a, a,), y = 4;,(a, a,), 

entre les expressions auxquelles les constantes d'intégration «, a^^ 6, .. ., y sont 
égales. 
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En ajoutant encore Tcquation donnée F^o, nous n'avons que cinq équations 
du second ordre, au moyen desquelles nous ne pouvons déterminer toutes les 
dérivées partielles du second ordre )y'', ..., '/>^, et de là résulte la nécessité de 
rintroduction d^ine nouvelle équation conditionnelle du second ordre. Mais, en 
outre, d'après ce qui précède, nous ne pouvons introduire les fonctions incon- 
nues c et y, si nous considérons 6 et y comme des fonctions arbitraires. Le pro- 
cédé d'intégralion, qui écarte ces difficultés, est le suivant : 

Si nous avons une intégrale 6 = ©(a, aC) d'une équation conditionnelle, qui 
s'exprime par les intégrales 

A = G, A|:=::<», B = o, 

et c|ui correspond aux conditions 

dy = «1 dsy dz ■=. r, dx ; 

alors, sous les conditions 

dy = Mj djCy dz =i v^ dx, 

nous obtenons, au moyen de cette intégrale, de la même manière qu'au moyen 
de l'équation donnée F=o, trois formes d'équation conditionnelle du second 
ordre. 

Si, parmi ces six formes, trois formes non identiques s'intègrent, nous pouvons 
prendre une des trois constantes d'intégration e, a, ai, entrant dans les trois inté- 
grales trouvées E = o, A = o, Ai = o, pour fonction arbitraire e =y'(a, a, ) des 
deux autres. 

Parmi les six intégrales 

B = o, A =: o, A| =: O, 

E =: O, A = O, Al ^= o, 

une seulement, B =^ o,' comme intégrale de condition, ne contient pas de dérivées 
partielles du second ordre. Au moyen des cinq autres intégrales et à l'aide de 
Téqualiou donnée F = o, nous pouvons déterminer les six dérivées partielles du 
second ordre />'^, ..., '/>,. Après introduction de leurs valeurs, les trois équations 
non conditionnelles (y) s'intègrent. F^es intégrales ainsi obtenues ont, d'après le 
paragraphe II, la forme normale et déterminent les trois dérivées partielles du 
premier ordre />', p,^ 'p. Après avoir porté les valeurs de ces dernières dans 
l'équaliou non conditionnelle (lo), nous obtenons une équation différentielle 
d'ordre nul, dont l'intégrale sera l'intégrale générale cherchée, avec deux fonc- 
tions arbitraires 

b — o(ayai) et |3— /(a, a»). 
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Les arguments de ces fondions se délerminenl par les équations dérivées d'une 
intégrale normale arbitraire, par rapport aux arguments qui y entrent. Ces équa- 
tions dérivées sont les intégrales des quatre conditions. 



VII. — Equations de degré m aux dérivées partielles d'ordre n. 

Nous avons vu au paragraphe I qu'une équation linéaire aux dérivées partielles 
d'ordre n, à m variables indépendantes Xt, ..., x„i, se transforme en général, 
sous m — 1 conditions, en une é(|uatlon conditionnelle d'ordre n — 1 

( î ) E =: si dxi — a, dx = 0, . . . , dx^^i — u^^i dx •=. o. 

Mais une équation aux dérivées partielles d'ordre n ne se change pas toujours 
en une équation non conditionnelle, quand elle a la forme linéaire, et n'a pas 
toujours la forme linéaire, quand elle se change en une équation conditionnelle 
d'ordre n — i. 

En effet, une équation différentielle d'ordre n — i a la forme générale 

(2) E=:Re/r4-S^5H- ÏC^^T^. ..4-Xe/j7-f-XiCte, -h. . ., 

oixx^Xx^ ... sont les variables indépendantes, r, s, t, ,,, les dérivées par rapport 
à ces variables d'ordre n — i, R, S, ï, ..., X, X|, ... des expressions d'ordre 
n — I ou d'ordre inférieur. 

Si les coefficients R, S, T, ... de toutes les différentielles rf/*, ds, dC, ... sont 
nuls, Téquation différentielle E==o prend la forme particulière 

(3) E-=:\dx -h\i dxi-h' . '^=0 

que nous appellerons forme incomplète d'une équation différentielle d'ordre 
n — I. 

L'équation conditionnelle d'ordre n — 1 

(4) E = o si E,:=0, E,=:0, 

s'exprime par des équations différentielJeî» d'ordre n — i , E = o, Ei = o, 

Pour m variables indépendantes, nous avons, d'après le paragraphe I, m — 1 
conditions. Si toutes ces conditions ont la forme incomplète (3), elles se ramènent 
par voie algébrique à la forme 

dx^ — M, dx = 0, . . . , dXfn_^ — ''//i- 1 dx =: o, 

et, dans ce cas seulenieut, l'équation conditionnelle d'ordre n — 1 de la forme 
générale (/f) se change en une équutiou conditionnelle de la forme parlicu- 
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lière (i), que nous obtenons, d'après le parag^raphe I, an inoj^en de Féquallon 
linéaire aux dérivées partielles d'ordre n. Mais, si les m — i conditions ont la 
forme générale (2), alors, en exprimant, d'après la formule 

, dr , dr . 

dr = -7- ax H — j— dxy H- . . . , 
dx dxx 

toutes les diflTérenlielles rfr, ds^ dt^ ... par dx^ dx^^ ..., nous amenons les 
m équations diflerentielles 

E =1 0, . . . , E,„_i = o 
à la forme 

(5) E:=: U^.r 4- U, dx^-\-. . .h- tl,„_, dx„^_^^ Ei= \]^ dx -\- \]\dx^-\- , . ., 

où U, U|, U'^, . .. sont des expressions linéaires d'ordre n de la forme suivante : 

U =:R -j hS-T- -+-. . -, 

dx dx 

(6) / dxy^ dx^ 






et -r— » —, — ? -r-> ••• des dérivées partielles d'ordre n, 
dx dxi dx ^ 

En éliminant les m — i rapports --7-^ •••> —7-^ dtîs m équations différen- 
tielles 

E = o, . . . , E,„_, = o 

de la forme (5), nous obtenons l'équation aux dérivées partielles d'ordre /i, 
F'zz: o, en laquelle se transforme l'équation conditionnelle d'ordre n — 1 

E = o si El — o, . . . , E,rt_i ^ o. 
L'expression F^ dans l'équation F = o d'ordre n, est le déterminant 

/ U \^, ... U;„>, 

(7) f = 

i>» •*• ••• •«..• 



u u I . . . u ,„_ J 



formé de m^ expressions linéaires d'ordre n de la forme (6). 

Nous en concluons que l'équation d'ordre /i, F = o, qui a une équation condi- 
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tionneile d'ordre n — i, se comj>ose en général des produits m à m d'expressions 
linéaires d'ordre /i, et nous appellerons une lelle é<|uation aux dérivées parlielles, 
une équation de degré m^ d'ordre /i. 

Quand, parmi les équations différentielles 

par lesquelles s'exprime Téquation conditionnelle d^ordre n — i 

E := o si E,=:0, . . ., £;,,_,=: o, 

/ équations différentielles prennent la forme incomplète (3), alors le degré de 
l'équation d'ordre /i, F= o, sera m — ^, car, dans chaque produit, v expressions 
linéaires d'ordre n se cliangent en expressions d'ordre in(erie44r. Une équation du 
premier degré s'appelle une équation linéaire; nous appellerons une équation 
du deuxième degré une équation bilinéaire (deuxième Mémoire, § XII), et une 
é(|uation du troisième degré une équation trilinénire. 

Si nous désignorïs par /,, 5, ^, . . . les dérivées partielles d'ordre n — i de/?, par 
rapport à v variables indépendantes œ^^ ..., Xv, les dé«vées parlielles d'ordre n 
seront les dérivées 



dr (ir du 



dx^ dx^ r/.r, 



- 5 de #•, 5, t^ 



par rapport à x,, . . .-, x^,. 

Le déterminant formé de m- dérivées partielles d^ordre n, que nous obtenons 
en prenant les dérivées de m des quantités r, s^ l^ ... par rapport à m des 
variables X\^ . . ., Xy, sera appelé un déterminant d^ ordre n de degré m. 

Le déterminant d'ordre n de degré nul est i^ un déleriuinani du premier degré 
est une dérivée partielle d'ordre /?, un déterminant du second degré est un terme 
bilinéaire (deuxième Mémoire, § XII). 

Une équation d'ordre n de degré m, F = o, qui a une équation conditionnelle 
d'ordre n — i, se change, après (|u'on a effectué les produits d'expressions 
linéaires qui y entrent, en un polynôme d'ordre n égalé à zéro. Ce polynôme se 
compose d'une somme de déterminants d'ordre n^ multipliés par des coefficients 
d'ordre n — i ou d'ordre inférieur, et contient en général des déterminants de 
tons les degrés, depuis zéro jusqu'à m inclusivement. 

Soit donnée une équation d'ordre n d'une telle forme; au moyen d'opérations 
algébriques, que nous effectuerons pour un cas particulier au paragraphe suivant, 
nous pouvons obtenir Téqualion conditionnelle d'ordre n — i en laquelle elle se 
transforme, el, si cetle équation conditionnelle s'intègre, nous auions une inté- 
grale intermédiaire d'ordre n — i de l'équation d'ordre n et de degré m donnée. 
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VIII. — ÉqUA-TIOWS BILINÉAIIIES ET TKILINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
nu SECOND ORDRE A TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

Si p dépend de x, y^ z^ nous avons six dérivées parlielles du second ordre 
de/> par rapport à x^ y^ z, savoir 

/>^ />.» "Pf p',y y» >/• 

Nous obtenons par suite six déterminants du second ordre et du second degré, 
que nous désignerons de la manière suivante : 

\ p'p.-'p. '?.=<}', 'pp' - y 'p'= 7,. p. "p -p',p.= 'q, 
'^ p'.'p'-p"p, = 'i., p:'p-p.'p' = 'q\ 'p,'p'-'pp', = q'., 

et un déterminant du second ordre et du troisième degré 

(2) \^'=p'q"-^p',q'-^'p''q' = P„q,-^pW,^'P/q,^'P'q^'p"^'-^'p/gs 

=p'p, "p + 2/>; >' '/>, ~ p' >, 'p,^p„ >' 'p' - V/>>;. 

L'équation conditionnelle d'ordre n — i, pour trois variables indépendantes, 

E — o si E, = o, E,= o 

s'exprime par trois équations différentielles, dont la forme complète est 

(3) E = A dr/>'-+- B d>?, -H C d'p H- X r/o? 4- Y dy -+- Z e/a = o, 

où A, B, C, X, Y, Z sont des expressions du premier ordre. 

(a) Equation trilinéaire du second ordre. 

Si les trois équations différentielles ont toutes la forme complète, alors^ par une 
transformation algébrique, l'équation conditionnelle du premier ordre se ranK'^ne 
à la forme 

('») E = dp'-h^dx-^\dY^ldz—o, 

m 

SI 

E, = dp, -\-\idx -\- Y, dy -h Z, r/s = o, 
Ej=: e/'/> -f X, û^a: 4- Y, dy -h Z, dz = o. 

En exprimant dp'^ dp^^ d'p par rfx, dy, dz^ et en éliminant ensuite les deux 
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rapports ;7~ et -r— des irois équations (4), nous obtenons une équation tri- 
linéaire du second ordre 

(5) F = D4-7^X-h<7,Y,4-VZ.-^7;(X,4-Y) + V(Z + X,)-H'7.(Y,+ Z,) 

-i-/>"(Y,Z,- Y,Z.) -f-/>,(Z,X - ZX,) -h V(XY,- X, Y) 
4-/>;(Y,Z-YZ,^Z,X,-Z,Xi)-i-y(X,Y,-X,Y, + YZ, -Y,Z) 

4->,(ZX, -Z,X 4-X,Y-XY,) 
(Y,Z,-Y,Z,)X-i-(Y,Z-YZ,)X,H-(YZ,-YtZ)X,= o, 



dont les treize coefficients sont formés au moyen des neuf coefficients de Téqua- 
tion conditionnelle (4). H en résulte que si l'on donne une équation aux dérivées 
partielles du second ordre d'une telle forme 

(6) F=rD4-/Q''-+-...4-/>'P"-h...4-K=rO, 

quatre équations entre ses treize coefficients Q", ..., P", ..., K. doivent êfre 
satisfaites pour que Téquation donnée soit une équation trilinéaire. Si elles sont 
satisfaites, alors, en égalant les neuf premiers coefficients des deux équations (5) 
et (6), nous déterminerons les neuf coefficients inconnus X, . . ., Z2 de Téquation 
conditionnelle du premier ordre (4) cherchée. 

Quand cette équation conditionnelle s'intègre, nous avons une intégrale inter- 
médiaire du premier ordre, avec une fonction arbitraire de deux arguments, d'où 
nous pouvons déduire, d'après le paragraphe 111, l'intégrale générale, avec deux 
fonctions arbitraires, de l'équation linéaire du second ordre (6) donnée. 

(P) Equation bilinéaire du second ordre. 

Quand, parmi les trois équations différentielles du premier ordre, par lesquelles 
s'exprime l'équation conditionnelle du premier ordre 

E =r o si E, = o, E, = o, 

une équation difl'érentielle a la forme incomplète 

E,= X c^o,- 4- Y dy -h Z t/s = o, 

cette équation conditionnelle ne se ramène pas à la forme (4), mais, en général, 
se ramène à la forme 

( 7 ) dx-^ kdp'-\-hdp,-^Cd'p=zo 

Fac. de T., a S.. VII. v34 
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si 

dy -f- A, dp' 4- Bi dp, 4- C, d'p = o, dz -\-\] djr -\-\ dy^o 

el contient huit coefficients arbitraires du premier ordre. 

En exprimant dp' ^ dp^^ d'p par rfx, dy^ dz^ et en éliminant de ces trois équa- 
tions les deux rapports -,- et -7^» nous obtenons une équation bilinéaire de la 
forme 

(8) Q'^'4.Q^^^^4....4.iK^^4....-H,=0 

avec douze coefficients, qui satisfont à quatre équations, puisqu'ils sont formés 
avec les huit coefficients de Téquation conditionnelle (7). 

Soit donnée une telle équation bilinéaire du second ordre; en Tégalnnt à 
Téquation (8), nous déterminons les huit coefficients inconnus de l'équaiion 
conditionnelle (7) cherchée. Si cette équation conditionnelle s'intègre, nous 
avons une intégrale du premier ordre, et nous en déduisons, d'après le para- 
graphe III, rintégrale générale de Téqualion bilinéaire du second ordre donnée. 



IX. — Équations linéairks aux dérivées partielles du troisième ordre 

A trois variables indépendantes. 

Quand/? dépend de x^y^ 5, nous avons six dérivées partielles du second ordre 
et dix dérivées partielles du troisième ordre de p par rapport à x^ y^ z. Une équa- 
tion linéaire du troisième ordre, dont la forme générale est 

(I) /?•' -h A>;' -+-... -+-'^AV-+-K = o 

contient neuf coefficients arbitraires du second ordre A. 

Si ces neuf coefficients A satisfont à deux équations, alors, sous les deux 

conditions 

dy = u dxy dz =1 ç do:, 

l'équation linéaire (1), après multiplication par dx^ se transforme en une équation 
conditionnelle du second ordre, 

( 2 ) dp'-^B[dpl-h...-h''Bd''p-\-Kdx = o 

qui contient cinq coefficients inconnus du second ordre B* 

En effet, en exprimant les dilTérentielles dp'\ dp\^ ... par rfjr, dy^ dz^ et en 

posant 

dy=:^u dx^ dz::=z ç dXf 
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nous amenons Téqualion (2) à la forme 

<I> ^JT — o, 

et, par suile de l'identité des expressions 4> et F, nous obtenons neuf équations 

. w-hB, =a:, iW-'B' ^-'\\ H>/-f-B,-^A:, 

(3) ) B;rH-'B'w-i-'B, = 'A;, 'B^i^-h^B rrz "A', B,//-.-.A,, 
( B,r 4- B,// 1:^ A,, 'B,(' H- "B// ^ '^A,, 'Br =: '^A, 

qui, après élimination des sept inconnues w, r, B[, ..., ''B, se réduisent à deux 
équations entre les coefficients A. 

I^our la détermination des inconnues a et v^, nous obtenons, après élimination 
des cinq inconnues B, quatre équations, dont trois 

i u^ — \" w* -h a;, Il — A„ — o, 

(4) ; v^-'\"v- -\-'A'v — ^\ -^o, 

( 'A w^ - "A, m' r -h 'A, wi'' — A,,c^ - G, 

s'appelleront équations aux racines. Par les équations aux racines sont déter- 
minées trois valeurs de Tinconnue m, et à chacune d'elles correspond une valeur de 
rinconnue w 

il en résulte que, quand une équation linéaire du troisième ordre (1) est donnée, 
nous en déduisons trois équations conditionnelles^ exprimées par Téquation (2). 
sous les deux conditions 

dy •=. u djr, dz = v dx. 
Les coefficients inconnus B ont les valeurs suivantes : 



(5) B:=A;— w, 'B'=i>-'A% B,= ^, "Brzi— , 'B,=:A^_V-: 



Quand une des trois équations conditionnelles du second ordre s'intègre, nous 
avons une intégrale du second ordre avec une fonction arbitraire de deux argu- 
ments et, par suite, d'après le paragraphe précédent, nous pouvons trouver Tinlé- 
grale générale, avec trois fonctions arbitraires, de Téquation linéaire aux dérivées 
partielles du troisième ordre à trois variables indépendantes donnée. 
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SUR LA CONTINUITÉ 



DES 



FONCTIONS DE VARIABLES COMPLEXES, 



Par m. D. POMPEIU, 

Licencié es Sciences. 



INTRODUCTION. 

Briol el Bouquet (*) avaient remarqué que, pour établir la formule de 
Cauchy 

il n'est pas nécessaire de supposer qu^au point fixe Ç la fonction /(//) admet une 
dérivée : il suffit quey(a) soit continue en ce point. 
dette remarque peut être traduite par un théorème : 

Soit /(u) une fowctiow de va.riable complexk [el, par ce mot, je ne désigne 
pas une fonction analytique, j'exprime seulement la dépendance la plus géné- 
rale entre deux variables complexes : w = /(«/)]. Je suppose que cette fonc- 
tion /{u)j définie dans un certain domaine D, admet une dérii>ée pour tout 
point de D, sauf peut-être pour un point ÎJ, intérieur à D. Si la Jonction /(u) 
est continue au point !^, elle admet une dérivée en ce point. 

On voit, par ce théorème, que pour une fonction de variable complexe le fait 
d'être continue en un point entraîne, sous certaines conditions, la nécessité 
d'avoir, au même point, une dérivée. 



(•) Théorie des fonctions elliptiques, p. 137. — Briot, Théorie des fonctions abé- 
liennei, Introd. XVII. 

Foc. de T,, a- S., VII. 35 
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Il est clair qu'au lieu d'un seul point ^ on peut supposer qu'il j en a, dans D, 
un nombre fini quelconque : le ihéoième subsiste. Mais alors il est naturel de se 
poser le problème général suivant (que j'appellerai problème de Briot et Bou-^ 
quel) : 

Soient R une certaine région, dans le plan de la variable complexe m, 
et f[u) une fonction définie dans R. 

Les points de la région R sont de deux sortes : 

r" Points u = z pour lesquels on sait que la fonction f{u) admet une dé- 
rivée ; 

2" Points w = Ç pour lesquels on sait seulement que f{u) est continue. 

Quelle est, pour les points Ç, la distribution la plus générale à r intérieur 
de R, de façon que la fonction f{u) admette une dérivée en tout point Ç? 

Cauchj, le fondateur de la théorie des fonctions d'une variable complexe, s*est 
occupé à plusieurs reprises des rapports qu'il y a entre la continuité et la moDOgé- 
néilé d'une fonction de variable complexe, mais ne s'est pas posé le problème sous 
la forme que nous lui donnons ici. 

Dans la célèbre Dissertation inaugurale de Riemann on peut trouver le pro- 
blème qui nous occupe posé (pour un cas particulier) à peu près dans les mêmes 
termes qu'ici. 

Dans sa Thèse Sur les lignes singulières des fonctions analytiques, M. Pain- 
levé s'est occupé du cas où les points 2^ forment une ligne rectifiable. 

M. llarnack, dans un Mémoire : Anwendung der Fourier^schen Beihe au/ 
die Théorie der Functionen einer complexen Verànderlichen (*), a traité le 
cas d'un système discret de courbes. 

Enfin dans ses Leçons sur la Théorie analytique des équations différentielles 
(19^ Leçon (*t surtout p. 4^7)) 1^1 • Painlevé a été amené à envisager le problème 
qui nous occupe sous la forme même que nous lui donnons ici. 

Quant à la méthode qui m'a servi dans cette recherche, j'ai cherché à tirer 
tout le parti possible du proc.édé employé par M. Goursal dans sa belle démon- 
stration du théorème fondamental de (^auchy [Acta mathematica, t. IV et 
Transactions of the American math, Society, 1900). 

(^e travail comprend deux Parties. 

I^a première est spécialement consacrée au problème de Briot et Bouquet. Elle 
comprend cinq Chapitres. 



(») Mathem, Annalen, Bd. XXI. 
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Après avoir posé des définitions dont j'ai besoin dans la suite, je donne dans le 
premier Chapitre les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction de 
variable complexe soit holomorphe. 

Dans le second Chapitre, je montre qu'un ensemble dénombrable fournit une 
solution du problème de Briot et Bouquet. 

Dans le troisième Chapitre, je m'occupe des ensembles fermés. J'introduis la 
notion d^ensemble réductible d'ordre un et cette notion me permet de donner la 
condition nécessaire et suffisante pour qu*un ensemble fermé quelconque four- 
nisse une solution du problème de Briot et Bouquet. 

Le quatrième Chapitre contient une extension des résultats obtenus dans les 
Chapitres précédents. 

Enfin un cinquième Chapitre contient quelques propositions relatives aux en- 
sembles d'aire nulle. 

La seconde Partie traite des singularités des fonctions analytiques uniformes. 

On a abordé, à divers points de vue, l'étude des singularités d'une fonction ana- 
lytique uniforme. Dans ce travail, je me suis attaché à montrer que Vétendue de 
l'ensemble des points singuliers joue un rôle essentiel dans la façon dont la fonc- 
tion se comporte aux environs des points singuliers. 

En appliquant les résultats obtenus dans la première Partie et faisant usage du 
procédé de démonstration qui m'a été si souvent utile, j'ai pu obtenir quelques 
résultats que je crois nouveaux, relatifs aux singularités des (onctions analytiques 
uniformes. 

J'ai étendu à des points singuliers formant un ensemble de nature particulière 
la propriété caractérisli(|ue des points singuliers essentiels; j'ai démontré un 
théorème relatif au cas où les points singuliers l'orment un ensemble d'aire nulle 
et j'ai donné des exemples de fonctions analytiques présentant des singularités 
d'une nature particulière. Enfin, dans la Conclusion qui termine cette seconde 
Partie, j^ai essayé de montrer dans quel sens Vétendue de l'ensemble des points 
singuliers peut servir comme critérium pour une classification des fonctions ana- 
lytiques uniformes. 

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été communiqués à l'Aca- 
démie des Sciences {Comptes rendus, 26 mai 1902 et 28 novembre igo4). Dans 
la Note parue le 26 mai 1902, il est question aussi des applications à la théorie du 
prolongement analytique : ces applications seront exposées à part dans un Mémoire 
qui fera suite au présent travail. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

LE PROBLÈME DE BRIOT ET BOUQUET, 



1. Le mot jonction de variable complexe est assez souvent employé pour dési- 
gner une fonction analytique. Dans tout ce qui suit j'emploie ce mot dans son 
sens général pour exprimer la dépendance entre deux ensembles de nombres com- 
plexes. Soit z une variable complexe : à chaque valeur de z, appartenant à un 
certain domaine, on fait correspondre un nombre déterminé w\ on exprime cette 
correspondance en écrivant 

iV=:/(5). 

2. Soity(3) une fonction de variable complexe définie dans un domaine D. Si 
cette fonction admet une dérivée au point z = a, intérieur à D, je dirai que f{z) 
est monogène au point a. 

Prenons, comme exemple, la fonction f{z) qui, pour z=.x-\-iy, est égale 
à x^-^- y^ : celte fonction est monogène au point z = o. 

Voici un exemple plus général. Soit g{z) une fonction de variable complexe 
définie dans un cercle C et continue dans ce cercle. Je définis, dans C, une nou- 
velle fonction G(z) par le procédé suivant : 

G{z) prend au point Zq, pris dans le cercle, une valeur quelconque G(Zo); 
pour un point z, autre que z^^ je pose 

G(;5) = G(^o)-H f g{z)dz, 

l'intégrale étant prise le long du chemin rectiligne z^z. 

Il est facile de voir que la fonction G (s) est continue dans C, maïs elle est 
aussi monogène au point 5© et sa dérivée, en ce point, est égale à g{z^). 

3. Si une fonction de variable complexe est monogène pour tous les points in- 
térieurs à un domaine connexe D, on dit qu'elle est holomorphe dans D. 

4. Si le domaine D n'est pas d'un seul tenant ou si la fonction f(^z) n*est pas 
monogène pour tous les points du domaine D, je dirai que /(s) est synectique 
dans D. 
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CHAPITRE L 

LES FONCTIONS HOLOMORPHES. 



5. Si une foiiclîony*(3), définie clans un domaine D, simplement connexe, est 
holomorphe : 

i'^ Elle est continue ; 

2° L^inlégrale / /{z)dz, prise le long d'un contour fermé, est nulle. 

Ces conditions sont donc nécessaires pour qu'une fonction soit holomorphe. Je 
vais démontrer qu'elles sont, en même temps, suffisantes. 

6. Soit C un cercle complètement intérieur au domaine D. Nous allons raisonner 
seulement sur la portion du domaine D comprise dans C, mais comme C est un 
cercle quelconque, intérieur à D, nos conclusions s'appliquent au domaine D 
tout entier. 

Désignons par Zq un point fixe pris dans C. Je définis, dans le cercle C, une 
fonction F(2), analogue à la fonction G(z) du u*" 2. Je pose donc 



F(c)=y /(z)dz. 



le chemin d*intégration étant le segment rectiligne ZqZ. La fonction F(z) est con- 
tinue dans C et, de plus, monogène au point Zq ; sa dérivée, en ce point, esl égale 

à/(2o). 

Soit maintenant z^ un point quelconque pris dans C. Je définis une nouvelle 

fonction F| (2) par IVgalité suivante : 



¥\{z) = ¥(z,)-^-J^ f{z)dz. 



le chemin d'intégration étant le segment rectiligne z^z. La fonction Ff(z) est 
monogéne au point ^i ; sa dérivée, en ce point, esif{z^). 
Mais l'intégrale 

ff{z)dz 



/• 



prise le long du triangle déterminé par les points j^, 2, et z étant nulle, par 



LM- 
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hypothèse, on conclut 

F(«)=F,(«). 

Donc la fonction F(z) est monogène au point z^ et, ce point étant un point 
quelconque dans C, la fonction F(z) est holomorphe dans G, sa dérivée étant/(a). 

Mais on démontre que la dérivée d'une fonction holomorphe est elle-même une 
fonction holomorphe. Doncy(3) est holomorphe dans le cercle C; ce qu'il fallail 
démontrer. 

7. Je vais donner maintenant, du même théorème, une nouvelle démonstra- 
tion, directe et qui nous fournira l'occasion d'exposer une méthode qui joue le 
rôle essentiel dans presque toutes les démonstrations que nous aurons à faire. 

Lo principe de cette méthode est dû à M. Goursal, qui Va appliqué à la 
démonstration du théorème fondamental de Cauchy (^Acta mathematica, t. IV). 
Cette démonstration repose sur un lemme fondamental (Transactions 0/ the 
American math, Society, 1900). Nous donnerons au lemme de M. Goursat une 
forme tout à fait générale qui le rende susceptible des diverses applications qu'on 
en peut faire. 

Dans les définitions de la continuité ou de la monogénéité d'une fonction en 
un point, il intervient des conditions d'inégalité qui doivent être vérifiées à Tin- 
térieur de certains cercles ayant ce point pour centre. 

Cela conduit à examiner une question relative aux domaines à deux dimen- 
sions. 

Soit R une région connexe dans le plan de la variable complexe z. Je suppose 
qu'à chaque point z de \\ ou de son périmètre correspond un cercle C de rayon r 
non nul ayant ce point pour centre. Le rayon r peut varier d'un point à l'autre, 
mais pour aucun points ce rayon n'est nul. 

Cela posé, définissons une expression introduite par M. Goursat. 

Désignons par A une portion de la région R. Nous dirons, avec M. Goursat, 
que la région A satisfait à la condition (a) s'il est possible de trouver dans A ou 
sur son périmètre un point a tel que la région A soit complètement intérieure au 
cercle C correspondant au point a et ayant ce point a pour centre. 

Supposons maintenant que la région R ne satisfait pas à la condition (a). 

Je dis qu'il est toujours possible de subdiviser R en régions, en nombre fini et 
assez petites pour que chacune d'elles satisfasse à la condition (a). 

C'est le lemme de M. Goursat. 

11 se démontre facilement par le procédé bien connu des subdivisions succes- 
sives. On fait ainsi voir qu'il est absurde de supposer le lemme en défaut. On 
peut consulter, à cet effet, l'article de M. Goursat dans les Transactions. Dans le 
raisonnement de M. Goursat, les cercles C, dont il est question plus haut 
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De cette façon, à chaque poinl de la région R el de son périmètre se trouve 
attaché un cercle, ayant ce point pour centre. 

9. Cela étant, désignons par Rq la région comprise entre les contours C et Gq. 
D'après le lenime de M. Goursat, il est possible de diviser Ro en un nombre fini 
de régions assez petites pour que chacune d'elles satisfasse à la condition (a) rela- 
tivement au nombre c. Pour fixer les idées, je suppose qu'on a décomposé Ro en 
carrés et portions de carrés (carrés écornés par les contours C et Co) en nombre 
égal à n. 



10. Je me propose de calculer l'intégrale 






f^r^d.. 



(iCtte intégrale est égale à la somme des intégrales prises le long de chacun des 
contours fermés partiels déterminés par la division de la région R^. 
Considérons d'abord l'intégrale 

On peut encore l'écrire 

L'intégrale du second membre a un module inférieur à e, de sorte que Ton 
peut écrire 

y étant un nombre dont le module est, au plus, égal à e. 

Prenons maintenant dans la région Rq un carré complet Qa : ce carré est inté- 
rieur au cercle G^ correspondant au point Zh» 

On a identiquement 

I __ I ^— Sa , s — Sa -— «a 



*r *• 



Multiplions, dans les deux membres, par /(s) et intégrons le long du péri 
mètre (Qa) du carré Q^. 
J'écrirai, pour abréger, 
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L'inlégrale 






est nulle en verlii de nos hjpolhèses. 



L'inlégrale 



peut s'écrire 

puisque Tinlégrale 

— '• — — ' ; 1 ( ^ — "5 /i ) "5 

est nulle. Donc 

Sous celte forme on voit que le module deyj^ est inférieur au nombre 

en désignant par r^ la longueur du côté du carré Qa. 
Considérons maintenant Tinlégrale 



On peut récrire 






7/* ^== ~~-~' I (3 — ^/i) ^ — ; — i "^> 



puisque Tinlograle 






(iziiiL'rf. 



est nulle. 

Donc l'intégrale y^' est inférieure en module au nombre 

71 

en désignant par ^/, un nombre positif convenable inférieur à Tunité. On a, en 
Fac. de T., a* S., VII. 3G 
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efl'el, sur le périinèlre (Qa) 

Z — Z/t 



<U 



d'après une de nos hypothèses. 
En définitive, 



\j>.\?.\A\ + \jl\ + ljZ\ 



donc 



. . - 2 



el, a fortiori f 



|y/i| = -rJv^e(i4-ô„) 



\jh\<--rl\/2£. 



Et, si Ton fait ki somme de toutes les intégrales relatives aux carrés complets, 
on trouve un nombre dont le module est certainement inférieur à 



4 r 



en désignant par a Taire de la région R. 

Passons maintenant aux carrés écornés par le contour (C) ou la circonfé- 
rence (Go). Soient Q* un de ces carrés et Ga le cercle, de centre ^a, auquel Qa est 
complètement intérieur. 

Nous écrirons encore 



•p(. *» — -^f. -^ — ^j{. 



Multiplions dans les deux membres par /{s) et intégrons le long du péri- 
mètre (Qa). 

Nous écrirons encore 

Jk^Jk-^Jk-^Jk^ 

et nous ferons subir aux trois intégrales du second membre les mêmes transfor- 
mations dont nous nous sommes servi dans le cas du carré complet Qa. 
L'intégrale 

est nulle. L'intégrale 
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Il un module inférieur au produit 

371 

Ik étant la longueur de la partie curviligne du contour (Qa)- 

Ën elTet^ la fonction soumise à l'intégration a, le long du chemin dMntégration, 
un module moindre que r^ ^e; d'antre part, la longueur du chemin d'intégration 

est certainement inférieure à 4''A-f- ^a. Eu mettant aussi le fadeur — > on a le 

•iTT 

résultat annoncé. 
L'intégrale 

est égale à l'intégrale suivante 



Elle a donc un module inférieur à la quantité 



dz. 



2 TT 



donc inférieur à 



En définitive 



--y^i'k-^ lk)rk\/it. 






Faisons maintenant la somme de toutes les intégrales relatives aux carrés 
écornés. On obtient un nombre dont le module est certainement inférieur à 

- 4 a ^2 £ 4- ~ /.p V 2 £, 

77 i. 

OU 

(4a-i->.&)\_;-£, 

TT 

). élant la somme des longueurs du contour (C) et de la circonférence (Gq); une 
liinile supérieure des nombres />. 
Faisons enfin la somme 

V=:/î 

^J^ — J 

V=0 



276 î>« POMPEIU. 

de loutcs les intégrales que nous venons de considérer. Ou trouve quVIlo est 
formée du nombre /(so) et d'une parlie addilionnelle dont le module est cerlaî- 
ncmcnl inférieur à 






ou à 



('"ê') 



il 



Comme le nombre positif e est arbitraire on conclut que cette parlie addilion- 



nelle est rigoureusement nulle. 



11. Il est donc établi que Ton a 






pour tout point du domaine D, le contour (C) étant un contour fermé quel- 
conque, complètement intérieur à D et contenant Sq dans S(m intérieur. C*est lu 
formule de Cauchy. Il résulte immédiatement de cette formule cpie /*(:;) admet 

une dérivée au point ^o* 

La fonction y(^) est donc holomorpbe dans le domaine D. C'est le résultat que 
je m'étais proposé d'établir. 



12. Nous avons ainsi des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonc- 
tion soit holomorpbe. 

Soit donc /(z) une fonction continue, définie dans un domaine D, simplement 
connexe. Pour démontrer que cette fonction est holomorpbe il suffit de démon- 
trer que Finlégrale 



Jj{z)dz, 



est nulle pour tout contour fermé intérieur à D. 

C'est de ce théorème que nous nous servirons constamment dans la suile. 



»•»•« 
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sauf peut-être pour certains points J^, formant dans D un ensemble dénom- 
brable. 

Je dis que si la fonction y(2) est continue aux poinls ^ elle est aussi monogène 
en ces poinls. 

On remarquera que cet énoncé est plus générui que celui du numéro précédent. 
En elTel, il s^agit ici de Tensemble dénonibrable le plus général, qui peut être 
partout dense, tandis que Tensemble réductible étant fermé est nécessairement 
non dense. 



lo. D'après nos hypothèses, il y a dans Tintérieur du domaine D deux sortes 
de points : d'abord les points z pour lesquels la fonction est supposée monogène; 
ensuite les points 2^, pour lesquels on sait seulement que la fonction est continue. 

Je désignerai par u tout point intérieur à D lorsqu'il n*y aura pas lieu de distin- 
guer si ce point est un point z ou un point X^, 

Cela posé, prenons un point z (ixe. Je lui fais correspondre le plus grand 
cercle G, de centre 5, et tel que l'on ait 

l/('0-/(^)-(«-5)/(^)l^|"-^|s 

pour tout point u intérieur au cercle G. 

La lettre e désigne un nombre positif donné à Favancc. 

Considérons maintenant les poinls 2^. Je suppose que ces points ont été rangés 
en suile simplement infinie 



Çlf Sîf • • •> •> 



<>Af 



Au point ^k]^ f^iâ correspondre le plus grand cercle F^, de ceutre 2^ai lel qne 
l'on ait 

l/(«)-/(C«)|<^. 

pour tout point u intérieur à Ta* 

De celte façon, chaque point intérieur à D est le centre d*un cercle, de rayon 
non nul, attaché à ce point. 

16. Cela étant, traçons, dans l'intérieur de D, un contour fermé queIcoii(|ne C 
J'appelle R la région délimitée par le contour C. Maintenant servons>nous du 
hninne de M. Goursat pour partager 11 en régions, en nombre fini et assez petites 
pour que chacune d'elles satisfasse à la condition (a). 

Pour fixer les idées je suppose qu'on partage II en carrés par des parallèles aux 
4)xes des coordonnées. 
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17. L'intégrale de la fonclion /(s), prise le long du conlour C, 
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£^'' 



)dz 



esl égale à la somme des înlégralcs prises le long des conloiirs partiels délerminés 
par la division de la région R. 

Considérons d*abord les carrés complèleinent intérieurs au contour C. Un de 
ces carrés, Oa) par exemple, est complètement intérieur à un des cercles G 

on r. 

Supposons d*abord que Qa soit intérieur au cercle Ga de centre z^- On a, ^e 
long du périmètre (Qa) du carré Qa, 

|/('0-/(^a)-("-^a)/(^a)|^I«-^-/*U, 



d^où Ton conclut facilement 






/(a) du 



<M\/~^e, 



en désignant par /*a la longueur du côté Qa. 

Si Qa était intérieur au cercle Fa, du centre Ça» on pourrait écrire 






puisque le long du contour fermé (Qa) l'intégrale 



est nulle. 
Donc 



AMfdii 



f. 



/(«)./« 



=^''V/ 



En définitive, si l'on fait la somme des intégrales relatives aux carrés complets, 
on trouve un nombre dont le module est certainement inférieur à 



a étant l'aire de la région R et p une limite supérieure des longueurs des 

côtés T;^. 

Passons maintenant aux carrés écornés par le conlour C. Soit Qa un de ces 
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carrés. Si Q* csl inlérienr à un cercle G on aura 






f(u)du 



= (4/*A-+-/A)aV^e, 



/'A élanl la longueur du cùlé de QacI /a la longueur de la partie curviligne du coiv 
lour(QA). 

Si le carré Qa élail intérieur au cercle Fa de centre !^a> on aurait 



f /{u)du = f [/{u)^/(Xji)]du 



et, par conséquent, 






/{U)du <(4/-^. 4-/A)n. 



et, a fortiori j 






Au) du 



mr,-^l)-\y 



À étant la longueur du contour C. 

De sorte que la somme de toutes les intégrales relatives aux carrés écornés est 
inférieure, en module, à 

4 « V^'2 £ -h Xp \^2 £ H- (4 p H- ?0 ^> 

en supposant que le nombre p, de tout à Theure, est aussi une limite supérieure 
pour les côtés />. 

Faisons maintenant la somme des intégrales relatives à tous les carrés tant 
ccDrnés que complets. 

On trouve que 






/{u)du 



<(8a-hXp)v/2£H-(8p-h>0£. 



Puisque Tintégrale du premier membre est une constante et, dans le second 
membre, le nombre e est arbitraire, on conclut que cette intégrale est nulle. 



18. Maintenant, si Ton se rappelle que le contour C est un contour fermé quel- 
conque, intérieur à D et que la fonclioti /(u) est continue dans D, on conclut, 
d'après le théorème du Chapitre précédent, que la fonction /({/) est liolomor|»lie 
dans D. 

C'est ce que l'on voulait démontrer. 
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CHAPITRE III. 

LES ENSEMBLES FERMÉS. 



19. La remarque de Briot et Bouquet a été généralisée par M. Paînlevé. 
Soity({f) une fonction de variable complexe, définie dans un domaine D. Je 
suppose que/{u) est monogène dans D sauf peut-être pour les points d'une cer- 
taine ligne rectifiable L. M. Painlevé a montré (Sur les lignes singulières des 
/onctions analytiques^ p. 27) que si /(u) est continue pour les points Ç de la 
ligne L, cette fonction est aussi monogène pour ces mêmes points. 

20. Si Ton veut donner à ce résultat une extension analogue à celle que nous 
avons indiquée au n^ 13 pour le cas d'un point ^ isolé, on est naturellement conduit 
à considérer une ligne rectifiable comme l'élément d'un certain ensemble et à rai- 
sonner sur ces éléments comme l'on raisonne sur des points pour arriver à la notion 
d'ensemble réductible. 

Cette manière de procéder paraît avoir été adoptée par beaucoup d'auteurs qui 
ont eu à faire usage de la notion à^ ensemble de lignes, 

21. Pour pouvoir raisonner avec précision, il faut adopter des définitions 
convenables. 

. Soit 



(E) Eo, E|, ..., E 



n> 



une suite d'ensembles fermés, certains de ces ensembles pouvant se réduire à des 
points isolés. Le système des ensembles E/, forme un ensemble total que je désigne 
par E. 

Un quelconque des ensembles de la suite (E) sera dit un élément. 

Deux éléments E>^ et E^t seront dit écartés s'ils n'ont pas tous leurs points en 
commun. Un exemple simple de deux ensembles écartés nous est donné par deux 
droites qui se coupent. 

La notion à!écart est susceptible d'une définition précise, dans le cas des 
ensembles bornés. 

Soit Pa un point quelconque pris sur Ea ; la distance du point P^ à l'ensemble E;^ 
est une fonction continue de la position du point P^. Cette fonction admet un 
maximum ^hk- Cest ce maximum que j'appellerai Vécart de l'ensemble E^ par 
rapport à E^^. Le nombre ^hk ne peut être nul que si tous les points de Ea font 
partie de E)^. 

Foc, de T,, 2« S., VII. 87 
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Prenons maintenant un point P)t dans l'ensemble E;t; la distance du point P^ à 
l'ensemble E^ est une fonction continue de fa position du point Py^ : elle admet un 
maximum A;^^ et ce nombre ne peut être nul que si tous les points de Ea font 
partie de E^. A^a est l'écart de l'ensemble E^ par rapport à E^. 

La somme 

peut être appelée écart mutuel des ensembles E^ et E^. 

Si l'écart mutuel des deux ensembles est nul, ces deux ensembles coïncident et 
réciproquement. Si A>iA= o, E/i fait partie de E^; si Aaa = o, E^ fait partie de E>i. 

22. La notion d'écart étant acquise, revenons à la suite (E). 

Je dirai que l'ensemble E^) est la limite de la suite (E), si l'écart mutuel 



^a>n 



A„(o 



tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. J'appellerai élément-limite , tout 
ensemble qui est la limite d'une suite d'ensembles. L'ensemble des éléments- 
limites forme un ensemble E' que Ton peut appeler le dérivé de E. En raisonnant 
sur E' comme nous venons de le faire sur E, on définira l'ensemble E" dérivé de E', 
et ainsi de suite. 

Si l'ensemble E contient son dérivé, on dira que E est fermé. 

Si un élément E^ appartient à E sans appartenir à E', on dira que Ey^ est un élé- 
ment discret dans E. 

Un élément discret n'est pas nécessairement isolé. Un élément E^ est isolé 
dans E lorsqu'il n'a pas de points communs avec aucun des ensembles qui com-^ 
posent E. 

23. Supposons maintenant que tous les E;, soient des lignes rectifiables. L^en- 
semble E est dénombrable; si, en outre, il est fermé, nous dirons que E est 
réductible. 

Moyennant les définitions qui précèdent, les mêmes raisonnements qui per- 
mettent de passer du cas d'un point Ç au cas d'un ensemble ponctuel réductible^ 
permettront ici de passer du cas d'une seule ligne rectifiable au cas d'une suite de 
lignes rectifiables formant un ensemble réductible. 

2i. J'ai tenu à exposer ce procédé de démonstration parce que c'est celui qui 
se présente naturellement à l'esprit lorsque l'on considère des ensembles de lignes 
et que l'on veut établir entre ces ensembles et les ensembles de points les plus 
grandes analogies. 
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Maïs on ne peut pas tarder à s'apercevoir des inconvénients que présente cette 
façon de concevoir les choses. 

D^abord, on raisonne sur des lignes et non sur des points : la notion de ligne est 
une notion complexe et un peu confuse. L'analogie avec les ensembles de points 
ne peut se maintenir, même pour les notions les plus simples. Il suffît d'observer, 
par exemple, que, dans un ensemble de points, un point-limite est un élément 
que (sauf la propriété qui le caractérise) rien ne distingue des autres éléments de 
l'ensemble : un point-limite est toujours un point, tandis que dans une suite de 
lignes une ligne-limite peut se réduire à un point ou être une ligne discontinue 
alors que toutes les lignes de la suite, qui l'admettent comme limite, sont conti- 
nues. Dans le cas particulier d'une suite de lignes rectifiables, la ligne-limite n'est 
pas nécessairement une ligne rectifiable. 

Ceci constitue un grave inconvénient parce que la démonstration que l'on a pu 
faire pour chaque ligne de la suite peut ne plus s'appliquer pour la ligne-limite. 
Rien de pareil ne s'était présenté avec les ensembles de points. 

En outre, nous avons pris comme éléments de l'ensemble E des lignes E« et, il 
semble au premier abord que nous avons établi ainsi entre l'ensemble E et son élé- 
ment E;, la même distinction ou, pour mieux dire, une distinction analogue à 
celle qui existe entre un ensemble de points et son élément : le point. 

Or, dans le cas d'un ensemble de lignes, la distinction dont il s'agit est le plus 
souvent artificielle. Car, un ensemble de lignes continues non 25o/ée^ est lui-même 
une ligne continue. L'inconvénient auquel donne lieu cette circonstance résulte 
de la remarque suivante : 

Dans le cas d'un ensemble de points {réductible) toute la démonstration repose 
sur le résultat obtenu avec un point isolé. La démonstration du cas général se ra- 
mène, se réduit à la démonstration du cas simple d'un seul point : c'est en quoi 
réside l'avantage de la méthode. 

Dans le cas d'un ensemble de lignes, l'ensemble E étant de même nature que 
ses éléments, il n'y aura, dans certains cas, aucun avantage à faire la démonstra- 
tion sur un élément plutôt que sur l'ensemble E lui-même. 



25. Je vais maintenant reprendre, à un autre point de vue, la question qui nous 
intéresse et pour cela je commencerai par préciser certaines notions relatives à la 
mesure de Vétendue des ensembles à deui dimensions. 

Soit E un ensemble fermé à deux dimensions. Autour de chaque point î^, de 
l'ensemble E, pris comme centre, décrivons un cercle de ra^on p : l'ensemble des 
points intérieurs à ces cercles forme un ou plusieurs domaines dont je désigne 
Vaire totale par a(p). Lorsque p tend vers zéro, a(p) tend vers un nombre positif 
ou nul a, que j'appelle aire de l'ensemble E. 
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Supposons que l'aire de E soit nulle et formons le rapport 

Il peut arriver que, lorsque p tend vers zéro, le rapport précédent reste infé- 
rieur à un nombre convenable- Dans ce cas, désignons par \ la limite supérieure 
d'indétermination pour p = o, du rapport précédent. Je dirai que Fensemble E a 
une longueur finie et que cette longueur est égale à \, 

26. Considérons maintenant un ensemble de longueur finie. Je divise le plan en 
carrés de côté r par des parallèles aux axes coordonnés. Parmi les carrés ainsi 
obtenus je retiens seulement ceux qui possèdent, dans leur intérieur ou seulement 
sur leur périmètre, des points de l'ensemble. Soit n le nombre de ces carrés. 

Je dis que le produit nr reste inférieur à un nombre fixe lorsque r tend vers 
zéro. Il est évident que n est une fonction de r et, lorsque r tend vers zéro, en gé- 
néral, n augmente; il s'agit de démontrer que, pour un ensemble de longueur 
finie, le produit nr est borné quelque petit que soit r. 

Pour cela j'observe que l'aire des carrés dont nous nous occupons est nr^. Cela 

étant, posons 

p = rv/2 

et considérons le rapport 



dont la limite sert à définir la longueur de E. 
Si r est assez petit, on a 

a(p) < i\p -H 2£p, 



e étant un nombre positif très petit. 
Mais, puisque 



on voit que 



donc 



ou 



p = /V2, 



/ir*<a(p); 



nr K^i'ksji-^- iz^i 



ou encore 



nr < A, 



A étant un nombre supérieur à 2X^2. 



_i 
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27. Soit maintenant y(e/) une fonction de variable complexe, définie dans un 
domaine D. Je suppose que f{u) est monogène dans D, sauf peut-être pour cer- 
tains points 2^ formant un ensemble de longueur finie. Je me propose de montrer 
que si f{u) est continue aux points 2^ elle est aussi monogène en ces points. 

Je désignerai par z les points pour lesquels on sait que la fonction est monogène 
et je continuerai à désigner par u un point quelconque, intérieur à D, lorsqu'il 
n'y aura pas lieu à distinguer si ce point est un z ou un Ç. 

Faisons correspondre à un point de monogénéité z le plus grand cercle G, 
ayant ce point pour centre, et tel que Ton ait 

\f{u)-fi,z)-(u-z)f'{z)\i\u-z\t, 

pour tout point u intérieur à G, e étant un nombre positif donné à l'avance. 
A un point !^ faisons correspondre le plus grand cercle F, ayant î^ pour centre, 

et tel que Ton ait 

l/(«)-/(ï)|Se 

pour tout point intérieur à F. 

Cela posé, traçons à l'intérieur de D un contour fermé quelconque G. Le 
domaine D est supposé, comme toujours, simplement connexe. 

Je décompose le plan en carrés par des parallèles aux axes coordonnés. D'après 
le lemme de M. Goursat, on peut faire cette décomposition de façon que la 
région R limitée par G se trouve partagée en un nombre fini de portions satisfai- 
sant à la condition (a). 

Dans l'énoncé de cette condition, les cercles G ou F jouent évideminent le 
même rôle. 

La région R se trouve donc partagée en un nombre fini de carrés dont un cer- 
tain nombre sont écornés par le contour G* 

Ges carrés, complets ou écornés, peuvent être répartis en trois catégories : 

1° Geux qui ne contiennent pas de points !^; 

2° Geux qui ne contiennent des points J^ que sur leur périmètre; 

3° Geux qui contiennent des points ^ dans leur intérieur. Ces carrés peuvent 
d'ailleurs contenir ou non, sur leur périmètre, des points ^. 

Je vais évaluer l'intégrale 

^ f{u)du 



f- 



prise le long du contour fermé G. 

Il est clair que cette intégrale est égale à la somme des intégrales prises le long 
de chacun des contours fermés partiels obtenus par le partage de la région R. 

L'intégrale prise le long du périmètre d'un carré de première catégorie est 
nulle, en vertu du théorème fondamental de Gauchy. Il en est de même de Fin- 
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tégrale prise le long du pcriinètfe d\\n carré de deuxième catégorie. M. Goursat 
a montré, en eflfet, dans son Cours d'Analyse, que le théorème fondamental de 
Cauchj subsiste pourvu que la fonction /{u) soit bolomorphe dans une région 
et continue sur sa frontière. 

Il reste les carrés de troisième espèce. 

Prenons d'abord un carré complet Q^. Si ce carré est intérieur à un cercle G, 
on aura 






f(u)du 



<^t\r^\/it. 



Si le carré est intérieur à un cercle F, on aura 



I f n^)du 

1 *^(Qa) 



<^zz. 



puisque l'on peut écrire 



f /(u)du= f [/{u)-/{K)]du, 



le point ^ étant le centre du cercle F auquel Qa est complètement intérieur. 

La somme des intégrales prises le long des périmètres de tous les carrés com- 
plets de' troisième espèce est un nombre dont le module est certainement infé- 
rieur à 

• 

en désignant par a l'aire de la région R et par n le nombre des carrés de troi- 
sième espèce. 

Passons aux carrés écornés. 

Soit Qa un de ces carrés. S'il est intérieur à un cercle G, on aura 






/{u)du 



<(^r-hlk)r^2e. 



S'il est intérieur à un cercle F, on aura 



f Au) 



du 



{4/-*-4)£. 



En faisant la somme de toutes les intégrales relatives aux carrés écornés, on 
trouve que le module de cette somme est certainement inférieur à 

{4a — lr)\f2e 4- (4^*^ -H /)£, 



/ désignant la longueur du contour C. 
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Désignons maintenant par L le nombre auquel reste inférieur le produit nr. On 
Irouve que la somme de toutes les intégrales relatives aux carrés complets ou 
incomplets est inférieure, en module, au nombre 

8ay/2£ -V 8Le H- /ry/îc 4- le. 
Puisque le nombre e est arbitraire, on conclut 



I /{u)du = o. 

J r. 



La fonction y( u) étant continue dans D et le contour C étant un contour fermé 
quelconque, il est démontré que/(w) est holomorphe dans D. 
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Soit /(u) une fonction de variable complexe définie dans un domaine D 
simplement connexe. On suppose que cette fonction est monogène dans D, 
sauf peut-être pour certains points Ç Jormant, dans D, un ensemble de lon^ 
gueur finie. Si la fonction f{u) est continue aux points J^, elle est aussi 
monogène en ces points et, par suite, est holomorphe dans D. 

28. Pour démontrer cette proposition, nous avons supposé que la décomposi- 
tion du domaine D, d*après le lemme de M. Goursat, a été faite de façon que tous 
les carrés soient égaux. 

Cette supposition est compatible avec nos hypothèses actuelles sur les cercles G 

et r. ' 

En effet, la fonction y(e/) étant continue dans le domaine D, est uniformément 
continue dans une région R complètement intérieure à D. 

Le nombre é étant donné, les rayons p des cercles F admettent dans R une 
limite inférieure non nulle. Dans ces conditions, on peut trouver une décompo- 
sition en carrés de côté r telle que tout carré contenant un point 2^, au moins, 
satisfasse à la condition (a). 

En effet, il suffit de prendre 

r<£i, 

en désignant par po la limite inférieure des rayons p. 

Plus loin j'aurai Toccasion de revenir sur cette remarque et de la présenter 
sous une forme plus générale. 

S9. Je vais chercher maintenant à généraliser le résultat du n° 27 en lui don- 
nant tonte Fexlension possible. Pour faire cette extension, j'aurai besoin d'un 
tkéorème sur les ensembles fermés que je vais d'abord établir 
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Soîl E un ensemble fermé à deux dimensions. On sait que tout ensemble fermé 
est, d'une seule manière, la somme d'un ensemble dénombrable et d'un ensemble 
parfait. On peut ainsi écrire l'égalité symbolique : 

E=:Eo-f-P. 

Je me propose de définir un mode de décomposition de Tenserable parfait P. 

Remarquons, à ce propos, que Tensemble dénombrable Eq fournit une solution 
du problème de Briot et Bouquet. En extrayant de l'ensemble P un ensemble Ej, 
je me propose de montrer que E| fournit aussi une solution du problème de Briot 
et Bouquet. 

J'aurai extrait ainsi de tout ensemble fermé E deux ensembles Eq et E| qui 
fournissent une solution du problème de Briot et Bouquet. 

Je compléterai ce résultat en montrant que l'ensemble E2 défini par Tégalité 

symbolique 

E n= Eq 4- El -i- Ej 

n'est pas une solution du problème qui nous occupe. 



30. Soit P un ensemble parfait quelconque. Je prends un point ^ de cet 
ensemble et je décris, de ce point comme centre, un cercle F, de rayon p. Si, en 
prenant p assez petit, tous les points de P contenus dans F peuvent être répartis 
sar une suite dénombrable d'ensembles de longueur finie, je dirai que ^ est un 
point de première espèce. 

Si, au contraire, quelque petit que Ton prenne p, les points de P contenus 
dans F ne peuvent pas être répartis sur une suite dénombrable d'ensembles de 
longueur finie, je dirai que le point ^ est de seconde espèce. 

D'après cette classification on peut écrire 



Piz:E,H-E 



i> 



en désignant par E| et E2 respectivement les ensembles de points de première et 
de seconde espèce. 

Si Ej= o, je dirai que E| est un ensemble réductible d^ ordre un. 

Pour expliquer cette dénomination, il faudrait étudier la structure de l'en- 
semble E| , en généralisant la notion d'ensemble dérivé. C'est cette étude qui m'a 
amené à la notion d'ensemble réductible d^ ordre un, mais elle est trop étrangère 
au sujet de ce travail et je me borne aux indications strictement indispensables. 

Les ensembles réductibles ordinaires peuvent être appelés ensembles réduc- 
tibles d'ordre zéro. 
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31. Je suppose maintenant que E2 n'est pas nul. Supprimons, dans P, les 
points de première espèce qui forment E| : il reste E2. 

Ea est un ensemble parfait, comme on le voit facilement. Je dis que E2 ne peut 
pas contenir des points de première espèce. En efTet, si dans un cercle F, de 
centre 2^, les points de E2 contenus dans F pouvaient être répartis sur une suite 
dénombrable d^ensembles de longueur finie, on n'aurait qu'à rétablir dans F les 
points supprimés, appartenant à E|, pour voir que, dans F, les points de P 
forment une suite dénombrable d'ensembles de longueur finie. Donc ^ ne serait 
pas un point de E2, ce qui est contradictoire. 

Donc l'ensemble E2 ne contient pas de points de première espèce. C'est là la 
propriété caractéristique de l'ensemble E2. J'appelle E2 un ensemble irréductible, 

32. Je résume nos connaissances relatives aux ensembles fermés quelconques. 

On sait qu'un ensemble fermé peut se mettre, d'une seule manière, sous la 

forme 

E = Eo4-P, 

Eq étant un ensemble dénombrable et P un ensemble parfait. Mais Eq n'est pas 
un ensemble dénombrable quelconque. Voici une propriété caractéristique de Eq* 

Puisque P est fermé, on peut décrire d'un point î^^t appartenant à E© un 
cercle F;^ de rayon p^t < o, déterminé parfaitement par la condition suivante : 

Le cercle F^t ne contient aucun point de P dans son Intérieur, mais il contient 
au moins un point de P sur sa circonférence. 

Le cercle Fa étant ainsi défini, on démontre que l'ensemble Eq est réductible 
dans tout cercle F]^ concentrique à T/f et de rayon pj^ <^ p^t. Ce n'est pas une pro- 
priété qui appartienne à tout ensemble dénombrable. 

Passant à l'ensemble P, nous l'avons décomposé en deux ensembles : 

P = Ej4-E„ 

E2 étant un ensemble parfait qui ne contient pas de points de première espèce. 

L'ensemble E| jouit d'une propriété analogue à celle qui caractérise Eq. En 
effet, autour d'un point !J, appartenant à E|, décrivons un cercle F ne contenant, 
ni dans son intérieur, ni sur sa circonférence, de points de E2. 

Cela est possible puisque E2 est parfait. Dans ces conditions les points de E|, 
contenus dans F, forment dans ce cercle un ensemble réductible d'ordre un, 

33. Si nous avions fait reposer la notion d'ensemble réductible d'ordre un sur 
la considération des nombres transfinis, il nous serait facile maintenant de mon- 
trer que le théorème du n° 27, relatif à un ensemble de longueur finie, s'étend à 
un ensemble réductible d'ordre un. Mais à défaut de cet appel à la théorie des 
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Donibres Iraiisdiils on priil, pour <iéniotiirer \e llirorcnie que nous avons en vue, 
mcUre en évidence une propriété des ensembles réductibles d'ordre un et cette 
propriété nous permettra de considérer ces ensembles comme des cas particuliers 
d^uue catégorie d'ensembles pour lesquels je donnerai, dans le Chapitre suivant, 
un théorème général. 

C'est la même méthode que nous avons suivie au n° 13, pour les ensembles 
réductibles d'ordre zéro : nous les avons considérés comme des cas particuliers 
des ensembles dénombrables quelconques. 

Je me propose maintenant de montrer qu\in ensemble réductible d'ordre ?/w est 
un cas particulier des ensembles formés par une suite dénombrable d'ensembles 
de longueur finie* D'une façon plus générale, dans la formule de tout à Theure 

l'ensemble K| est formé d'une suite d'ensembles de longueur finie. 

En effet, soit ^ un poiut de E| : on peut décrire autour du point 2^, comme 
centre, un cercle F ne contenant pas de points de E2 dans son intérieur, inaiscoD- 
tenant au moins un point de E2 sur sa circonférence. 

De cette façon, à chaque point Ç de E2 se trouve attaché un cercle de rayon dod 
nul, ayant ce point pour centre. 

Considérons l'ensemble des points de E| pour lesquels le rayon en question 
est ^p; p étant un nombre positif assez petit. L'ensemble de ces points peut être 
réparti sur une suite dénombrable d'ensembles de longueur finie, sans quoi cet 
ensemble contiendrait au moins un point de seconde espèce, ce qui est impossible. 

Prenons maintenant une suite de nombres positifs 

Po>Pi>Pî>«- •>Prt>. • • 

tendant vers zéro. 

Les points de l'ensemble E| caractérisés par la condition 

Pk-i = p>pk 

peuvent être répartis sur une suite dénombrable d'ensembles de longueur finie. 
Mais, dans ces conditions, on a tout de suite cette proposition générale : 

Les points de E| petu^ent être répartis sur une suite dénombrable d'ensem- 
bles de longueur ^nic. 

Car, une suite dénombrable, dont les éléments sont des suites dénombrables, 
peut être mise sous la Jorme d^une suite simple dénombrable. 

En particulier, un ensemble réductible peut être mis sous la forme d^une 
suite dénombrable d'ensembles de longueur finie. 

C'est la proposition que j'avais en vue. 
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34. Pour terminer ce Chapitre, je vais montrer qu'en général un ensemble 
irréductible E2 ne fournit pas une solution du problème de Briot et Bouquet. 

Un ensemble irréductible est un ensemble parfait qui ne contient pas des points 
de première espèce. 

Je prends comme domaine D un rectangle ABCD et je suppose que le côté AB 
de ce rectangle est placé sur Taxe réel Ox. 

Sur le côté AB je définis une fonction de variable réelle f{oc) par le procédé 
suivant : 

Soit 

y a y 19 • • •> y»> 

une suite de nombres réels compris dans V intérieur de l'intervalle (a, b) et for- 
mant dans cet intervalle un ensemble dénombrable partout dense. 

Cela posé, je prends sur le côté AB un intervalle A|B| et, dans cet intervalle, 
je définis la fonction f{x) par la condition d'être constante et égale à y^. 

Je prends maintenant, dans AB, un deuxième intervalle A2B2 n'ayant pas de 
point commun avec A| B|, et dont la situation par rapport à A| B| est la même (*) 
que celle dej^2 par rapport «j^|. Dans A2B2 je définis la fonction y(j?) par la con- 
dition d'être constante et égale à y2' 

Pour prendre dans AB un troisième intervalle, j'observe que les deux nombres y^ 
et y2 ont partagé l'intervalle (a, b) en trois autres intervalles. De même, dans AB, 
si l'on enlève les segments A| B, et A2B2, il reste trois segments qui correspondent 
aux intervalles de (a, 6). La position du nombre y^ dans (a, b) nous indiquera, 
sans ambiguïté, dans quel segment de AB il faudra prendre AsBs* 

Dans AsBj la fonction f{x) sera constante et égale à y^. 

Cette opération peut être continuée indéfiniment, en observant la prescription 
suivante : 

Deux segments quelconques A^Ba et A^^B^ n'ont aucun point commun. 

J'ajoute maintenant une autre condition. Soit / la longueur de AB et 1,^ la lon- 
gueur de AuB/i : on a 

1 

Il s'ensuit immédiatement que tout point pris dans AB appartient à un des 
segments A„B„ ou est point-limite d'une suite de ces segments. 

En outre, le procédé que nous avons adopté nous permet d'affirmer que la dis- 
position relative de A>iB>i et A^^Ba est la même que la disposition relative de j^a 
et jka. 

(>) Voici ce que j'entends par là : si y%<,y\ le segment AjBj devra être pris à gauche 
du segment AiBi; si^i>^i le segment AjBj devra être pris à droite du segment A|Bt« 
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Il est facile de voir comment, par tout ce qui précède, se trouve achevée la défi- 
nition de la fonction f{x). 

Soit M un point quelconque pris dans AB. Si le point M appartient à un des 
segments A«B„, la valeur de /(M) sera le nombre y correspondant à ce segment. 
Si le point M est extérieur à tout segment A/jB;,, l'ensemble de ces segments peut 
être partagé, par rapport à M, en deux ensembles : le premier contenant tous les 
segments situés à gauche du point M et le second contenant tous les segments 
situés à droite du point M. 

Cette répartition des segments A/, B/^ en deux classes permet de diviser aussi, 
en vertu de la correspondance établie entre les segments A/jB^ et les nombres yn^ 
le système des nombres réels yn en deux ensembles H et K jouissant des pro- 
priétés suivantes : 

I** Tout nombre de H est moindre que tout nombre de K; 

2** On peut toujours prendre dans H et dans K respectivement deux nombres y^ 

et yk tels que l'on ait 

Tk - y h < e, 

quel que soit le nombre positif e, donné à l'avance. 

Les ensembles H et K définissent donc un nombre réel y et ce nombre sera la 
valeur de la fonction f{x) au point M. 

La fonction y(a7) se trouve ainsi définie pour tout point du segment AB. On 
voit d^ailleurs t^uQ f{x) est continue dans AB et non constante, dans cet inter- 
valle, et cependant constante dans tout segment A^B/i. 

Pour avoir une fonction définie dans le rectangle ABGD je fais la convention 
suivante : 

Sur une parallèle MN à BC la fonction f{u) est constante et égale à /(M). 

Dans le rectangle ABCD il y a deux sortes de points : 

1^ Les points u = z tels que dans un cercle de rayon assez petit, ayant le 
point ^ comme centre, la fonction f{u) est constante. Pour ces points f{u) admet 
évidemment une dérivée égale à zéro. 

2^ Les points </ = Ç pour lesquels n'a pas lieu la propriété précédente. Pour 
ces points la fonction est évidemment continue. 

Les points Ç forment dans le rectangle ABCD un ensemble irréductible et la 
fonction f{u) n'est pas holomorphe dans ce rectangle. 

On peut donc conclure de tout ce qui a été fait jusqu'ici : 

Si l'on considère un ensemble fermé quelconque, ce n'est que dans le cas où cet 
ensemble est réductible que l'on peut être certain qu'il fournit une solution du 
problème de Briot et Bouquet. 



i 
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CHAPITRE IV. 

CAS GÉNÉRAL. 



35. Je me propose de généraliser le résultat obtenu dans le Chapitre II. 

Soit f(u) une fonction de variable complexe définie dans un domaine D. Je 
suppose que/(i^) est monogène dans D sauf peut-être pour certains points ^ for- 
mant dans D une suite dénombrable 

d^enserables de longueur finie. Si la fonction /{u) est continue aux points 2^, elle 
est aussi monogène en ces points. 

On a, dans D, deux sortes de points : 

1° Les points u= z pour lesquels la fonction /(z) est supposée monogène; 

2° Les points u = ^ pour lesquels la fonction /(z) est supposée continue. 

Je désignerai, comme d'habitude, par u tout point intérieur à D lorsqu'il n'y 
aura pas de distinction à faire entre les points de D. 

Cela posé, je fais correspondre au point z le plus grand cercle G tel que Ton 

\AU)-/{Z)-{U-Z)/'(Z)\<\U-Z\B 

pour tout point u intérieur à G; e étant un nombre positif donné à Tavance. 
Au point Ç, faisant partie de Tensemble E^t, j'attache le cercle F tel que Ton ait 

i/(«)-/(î)i^^ 

pour tout point u intérieur à F, dont le centre est 2^. 

De cette façon à tout point u intérieur au domaine D se trouve attaché un cercle 
de rayon non nul ayant ce point pour centre. 

Je fais maintenant sur les ensembles E/, Fhypothèse suivante : la longueur 
de E// est, quel que soit /i, au plus égale au nombre L. 

Cela étant supposé, décomposons le domaine D en régions partielles par des 
parallèles aux axes coordonnés. Ces régions seront, par exemple, des carrés, com- 
plets ou écornés par la frontière de D. 

Traçons dans D un contour fermé C et qui soit complètement intérieur à D. 
J'appelle R la région délimitée par C. 

Je me propose d'évaluer l'intégrale 



f/(u)du. 
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En vertu du lemme de M. Goursat on a pu faire la décomposition de D en 
régions partielles de telle façon que chaque région partielle appartenant à R satis- 
fasse à la condition (a). 

L'intégrale précédente est égale à la somme des intégrales prises le long de tous 
les contours fermés partiels obtenus par la décomposition du domaine R. 

Considérons d'abord les carrés complets et soit Q un de ces carrés. Si Q est 
intérieur à un cercle G on aura 






) du 



<4/-*V^£, 



et si Q est intérieur à un cercle F on aura 






/( '' ) du 



<4r-i. 



en supposant que le point 2^, centre de F, est un point de Fensemble E^. 

Si Ton fait maintenant la somme de toutes les intégrales relatives aux carrés 
complets, on trouve un nombre dont le module est certainement inférieur à 

4aV^2£-h4Ae 

en tenant compte des remarques faites au n®' 26 et 28 relativement aux ensembles 
de longueur finie. 

Passons aux carrés Q' écornés par le contour G. Pour un carré Intérieur à un 
cercle G on aura 



I •^(Q-) 



f{u)du 



<(/ir'hl)r\/2e, 



l étant la partie curviligne de (Q'). 

Si le carré Q' est intérieur à un cercle F on aura 






) du 



<(4'- + /)A 



en supposant que le point ^, centre de F, fait partie de Fensemble Ej^. 

Faisons la somme des intégrales relatives aux carrés écornés. On trouve, en 
tenant toujours compte de la remarque du n°26, que cette somme est moindre, en 
module, que le nombre 

4av^2£ + X/'v/âf -H4Ae-hX£, 
en désignant par X la longueur du contour G, 
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Donc, en définitive, 



Je. 



du 



ISay/as 4- 8Ae + X/'y/Q e -i-Xe, 



en faisant la somme de toutes les intégrales relatives à lous les carrés complets ou 
incomplets. 

Comme le nombre e est arbitraire, on conclut que l'intégrale 






f{u)du 

G 

est nulle. 

Le contour C étant un contour quelconque intérieur à D, il est démontré que 
la fonction f{u) est holomorphe dans le domaine D. 

36. L'hypothèse relative à la longueur des ensembles E/, n'est pas essentielle. 
Supposons, en effet, que les longueurs respectives 

aillent en croissant indéfiniment : pour rentrer dans le cas de la démonstration 
précédente, il suffit de partager chaque ensemble E^t en un nombre fini d'en- 
sembles tels que la longueur de chacun soit au plus égale à L. 

Cela est évidemment possible. 

En rangeant maintenant ces ensembles partiels en une suite simplement infinie, 
n se trouvera exactement dans le cas du numéro précédent. 

Nous nous sommes donc affranchis de la condition relative aux nombres L/,. 

37. Voici maintenant une application des résultats que nous venons d'obtenir. 
Soit f{^u) une fonction de variable complexe définie dans un domaine D. Les 

oints de ce domaine sont de deux sortes : 

1® Points z = X -\' iy ayant les deux coordonnées irrationnelles : pour ces 
points on sait que la fonction f{u) admet une dérivée; 

2° Points Ç = Ç -|- £71, dont une coordonnée au moins est rationnelle : pour ces 
points on sait seulement que /(a) est continue. 

Le théorème précédent nous permet d'affirmer que f{u) admet une dérivée 
pour tout point ^. 

Une autre application est relative au cas de l'ensemble réductible E|, défini 
dans le Chapitre précédent. 

L'ensemble E| étant formé d'une suite dénombrable d'ensembles de longueur 
finie, le théorème actuel lui est applicable. 

On voit bien que l'ensemble E| est un cas particulier des ensembles que nous 
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considérons dans ce Chapitre. En effet, E| étant fermé, il existe nécessairement 
des régions du plan ne contenant aucun point de E|, tandis que l'ensemble formé 
par une suite dénombrable quelconque d'ensembles de longueur finie peut être 
partout dense. C'est le cas de Tensemble des points J^, dans l'exemple de tout 
à l'heure. 

38. Pour terminer ce Chapitre, je vais résumer, dans un énoncé général, les 
résultats obtenus sur le problème dont nous nous sommes occupés. 

Soit /(//) une fonction de variable complexe définie dans un domaine D. 

Les points u intérieurs à D sont de deux espèces : 

1° Points u = z^ pour lesquels la fonction est supposée homogène; 

2"* Points u = J^, pour lesquels la fonction est supposée continue. 

Si les points ^ forment dans D une suite dénombrable d'ensembles de longueur 
finie, la fonction /(u) admet une dérivée en tout point 2^. 



»—* 



CHAPITRE V. 

ENSEMBLES D'AIRE NULLE. 



39. On peut, moyennant quelques définitions, démontrer relativement aux 
ensembles d'aire nulle un théorème qui se rapporte encore à la continuité des 
fonctions de variable complexe. 

Soit /(a) une fonction de variable complexe et supposons que /(w) est continue 
au point Uq. Je dirai que la continuité de f(u) est régulière au point Uq si l'on 
peut trouver un nombre positif M tel que Ton ait 

l/(")-/(«o)|<M|«-i/o| 

pour tout point u intérieur à un cercle décrit du point Uq comme centre avec un 
rayon suffisamment petit. 

Il est clair que la condition précédente n'impose pas à la fonction /(i/) la néces- 
sité d'être monogène au point ^o. Mais, si /{u) est monogène au point Uoj sa con- 
tinuité est évidemment régulière en ce point. 

Si la fonction f{u) est régulièrement continue en tout point u d'un certain 
domaine D et si l'on peut prendre le même nombre M pour tous les points w, je 
dirai que la continuité de /{u) dans D est uniformément régulière. 

Grâce à ces définitions, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 
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Soit/(i/) une fonction de variable complexe définie dans un domaine simple- 
ment connexe D. Je suppose : 

1® Que la fonction /(a) est monogène pour tout point intérieur à D, sauf peut- 
être pour certains points ^ formant dans D un ensemble d^aire nulle; 

2® Que f{u) est continue aux points ^. 

Si la continuité de /{u) est uniformément régulière dans le domaine D, cette 
fonction est holomorphe dans D. 

40. Traçons, dans D, un contour fermé G n^ayant pas de point commun avec 
la frontière de D. 

A un point de monogénéité Zj situé dans l'intérieur de G ou sur G, je fais cor- 
respondre un cercle G tel que l'on ait 

\Au)-/{z)-{u-z)/'{u)\i\u-z\e 

pour tout point u intérieur au cercle G, ayant le point z pour centre. 

A un point ^ je fais correspondre un cercle F, de centre ^ et de rayon très 
petit p. 

Décomposons maintenant la région délimitée par G en carrés par des parallèles 
aux axes coordonnés. On peut efiectuer cette décomposition de façon que tout 
carré satisfasse à la condition (a). 

L'intégrale 

fAu)du 

est égale à la somme des intégrales 1 /(u)du prises le long des contours fermés 

qui limitent les régions partielles. 

Pour un carré complet intérieur à un cercle G, on a 



j/(u)du <4rV2e. 



Pour un carré complet intérieur à un cercle F, on aura 



\f/(u)du <4/-'Mv/^. 



Pour les carrés écornés on aura 



\fAu)du <(4r-h/)rv^£ 
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s^il s^agîl d^un carré intérieur à un cercle G, et 



l//<" 



)(iu 



<(4r-i-/)M/-v/^ 



s'il s^agit d'un carré intérieur à un cercle F. 

En faisant la somme de toutes les intégrales relatives à tous les carrés, complets 
ou incomplets, on trouve 



IX 



f{u)du 



<8av^2e4-X/'v^fi-+-8Ma)V^2 4-MX/Va> 



la lettre (o désigne la somme des aires des carrés qui contiennent des points 2^; les 

autres lettres ont la même signification que dans les démonstrations précédentes. 

Or, Tensemble des points Ç ayant une aire nulle, le nombre co tend vers zéro 

avec r, ce qui montre que 

/{u)du = o. 



L 



Le contour G étant quelconque, on conclut que la fonction /{u)^ supposée 
continue dans D, est holomorphe dans ce domaine. 
G'est ce qu'on voulait démontrer. 

41. Il est facile de s'assurer que la condition relative à Taire de l'ensemble des 
points Ç est essentielle. Si cette aire n'est pas nulle la proposition n'est plus vraie. 

On peut, en effet, construire une fonction synectique ff{u) ayant les propriétés 
suivantes : 

1® g{u) est monogène dans le domaine D, ou elle est définie, sauf pour cer- 
tains points 2^ formant, dans D, un ensemble parfait d'aire non nulle; 

2® g{u) est continue aux points Ç; 

3® La continuité de g{u) est uniformément régulière dans le domaine D; 

4^ g{u) n'est pas holomorphe dans D. 

Pour définir g{u) il me suffira de connaître cette fonction pour les valeurs 
réelles de la variable, en supposant que le domaine D est un rectangle placé sur 
Taxe réel Ox, 

Je rappelle le procédé employé pour définir un ensemble parfait non dense P. 

Ayant pris un intervalle (a, b) ou retranche successivement de cet intervalle les 
points intérieurs à une suite dénombrable d'intervalles : 

(«i> ^t)> («i> ^i)> •••> (««» ^ii)» •••» 

pris dans (a, b) et assujettis aux conditions suivantes : 

i^ Deux quelconques de ces intervalles n'ont aucun point commun; 
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2^ La longueur X/j du plus g^rand segment conservé, après avoir retranché les 
intervalles («i, è|), (aa, èj), . . ., (a„, è/,), tend vers zéro lorsque n croît indéfi- 
niment. 

L'ensemble P comprend des points de deux espèces distinctes : en premier lieu 
les points an et bn qui sont les extrémités des intervalles (a/,, bn) et qui forment 
un ensemble dénombrable; en second lieu, l'ensemble non dénombra ble des 
points Ç tels que chacun d'eux est extérieur à tout intervalle {a^j bn)* 

Posons 



5 = 2 I «« — ^z» I' / =: I a — 6 1. 



On a évidemment 



Si 5 <^ /, je poserai 



5< /. 



\ = l — s; 



X est, par définition, la longueur de l'ensemble P. 

Ces notions étant rappelées, considérons un ensemble parfait non dense de 
longueur X et soient a et 6 les points extrêmes de cet ensemble. 

Pour définir la fonction g{x) dans l'intervalle (a, b) il me sera commode de la 
définir d'abord pour les points de l'ensemble P. 

A cet efiet je définis, dans un intervalle (o, X) une fonction *^{t) assujettie seu- 
lement aux conditions suivantes : 

1" y(^) est continue dans l'intervalle (o, X); 

2" Le rapport 

y(^)-y(^) 

est inférieur, en module, à un nombre M quels que soient les points l^ et t^ pris 
dans l'intervalle (o, X). 

En d'autres termes la fonction y(^) est une fonction continue à nombres dérivés 
bornés. 

Gela posé, soit \ un point quelconque de l'ensemble P : il est compris entre a 
et b. L'ensemble parfait formé par tous les points de P qui se trouvent entre a 
et Ç a une longueur t qu'il est facile de calculer : on n'a qu'à retrancher de la lon- 
gueur \a — Ç| la somme des longueurs de tous les intervalles (aA, bk) qui se 
trouvent situés dans l'intervalle (a, \). 

On a évidemment 

/<X. 

A celte valeur de l correspond une valeur de la fonction y(^) définie dans l'in- 
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tervalle (o, ).), soit y(^) =t|. Je pose, comme définition, 

De celte façon la fonction g se trouve définie pour tout point de Tensemble P. 
Pour définir g aux autres points de l'intervalle (a, 6) j'observe que 

Alors, dans chaque intervalle contigu à P, j'attribue à la fonction g{x) la 
valeur qu'elle a aux extrémités de cet intervalle. 

La fonction g{x) se trouve maintenant définie pour tout point de l'inter- 
valle (a, b). On voit facilement d'ailleurs que g{x) possède, dans (a, 6), les 
mêmes propriétés que la fonction y(^) dans l'intervalle (o, X). En outre g{x) est 
constante dans tout intervalle (a„, bn) mais non constante dans (a, b). 

Pour avoir une fonction définie dans le rectangle ABCD je fais la convention 
suivante : 

Sur une parallèle MN au côtéBC la fonction g(u) est constante et égale à ^(M). 

On voit, sans aucune difficulté, que la fonction g{u) ainsi définie satisfait aux 
quatre conditions que nous lui avons imposées. 



42. Faisons, avant de terminer ce Chapitre, une remarque. 

Nous avons construit, au n^ 34, une fonction synec tique /*(<<). Cette fonclion 
satisfait aux conditions i° et a^ du n^ 39, mais on peut s'assurer que sa continuité 
n'est pas régulière, dans le domaine où elle se trouve définie. 
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Car, si h(z) était conlinue daus un cercle, si petit qu'il soit, ayant un point v^ 
pour centre, celte fonction serait holomorphe dans ce cercle. 



CHAPITRE I. 



LES ENSEMBLES DE LONGUEUR NULLE. 



3. Ce théorème général peut être précisé encore dans le cas particulier où l'en- 
semble S est de longueur nulle. 

Je vais montrer, en effet, que dans ce cas les points ^ jouissent de la propriété 
caractéristique des points singuliers essentiels : dans le voisinage d'an point ^ la 
fonction h{z) s'approche autant qu'on veut de toute valeur donnée. 

Soit ^ un point quelconque de S. Autour de 2^, pris comme centre, je décris un 
cercle F complètement intérieur à D. 

Dans le cercle F les points de S forment un ensemble /ermé. Or, tout ensemble 
fermé est composé d'un ensemble dénombrablc (cf. n^ 32, P* Partie) et d'un en- 
semble parfait. 

Je fais abstraction des points de l'ensemble dénombrable, puisque ces points 
sont des pôles, des points singuliers essentiels ou limites de tels points et la théorie 
de ces singularités est connue. On peut encore raisonner de la façon suivante : 

Si dans le cercle F, l'ensemble S n'est pas parfait, on peut construire, en s'ap- 
puyant sur un théorème de M. Miltag-LefQer, une fonction analytique k(z) équi- 
valente (*) à h{z) en tous les points de Fensemble dénombrable dont il a été 
question. La différence h(z) — f^{^) est donc une fonction holomorphe dans T ou 
admettant, dans ce cercle, un ensemble parfait de points singuliers. 

Je peux donc supposer que les points Ç forment dans F un ensemble parfait. 
J'ai déjà supposé que cet ensemble est de longueur nulle. 

4. Comme type d'ensemble parfait et de longueur nulle je donnerai celui-ci : 
On divise l'intervalle (o, i) en cinq parties égales par les points r> 79 7 et ~ et 

Ton exclut les points intérieurs au segment l-^t ^ 1 • On divise de même chacun 



(^) On dit que deux fonctions analytiques sont équivalentes en un point lorsque lear diffé- 
rence est régulière en ce point. 
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Ed effet, si cela n'était pas, la fonction 



^i(-)-A(5)^H 



resterait, en module, inférieure à un certain nombre M dès que le rayon p aura été 
pris suffisamment petit. 

Mais je vais démontrer que, dans ces conditions, la fonction ht(z) est holo- 
morphe dans le cercle F. 

En effet, la fonction hi(z) csl monogène pour tout point du cercle F sauf 
peut-être pour les points 2^. 

Gela étant, je divise le plan en carrés de côté r par des parallèles aux axes 
coordonnées. Le cercle F se trouve alors partagé (si r est suffisamment petit) en 
un nombre fini de carrés, dont un certain nombre sont écornés par la circonfé- 
rence (F). 

Ces carrés, tant complets qu'écornés, peuvent être répartis en trois catégories : 

i^ Ceux qui ne contiennent pas des points 2^; 

2® Ceux qui ne contiennent des points ^ que sur leur périmètre; 

3® Ceux qui contiennent des points ^ dans leur intérieur. Ces carrés peuvent 
d'ailleurs contenir ou non, sur leur périmètre, des points Ç. 

Cela posé, l'intégrale 



JiV) 



prise le long de la circonférence (F), est égale à la somme des intégrales prises le 
long de chacun des contours fermés partiels obtenus parla division du cercle T. 
L*intégrale 

hi{z)dz, 



f' 



prise le long du périmètre d'un carré de première espèce, est nulle en vertu du 
théorème fondamental de Cauchy. 

Prenons alors un carré de deuxième ou de troisième catégorie et supposons que 
c'est un carré complet. On aura 



1/ 



hi(z) dz 



<4M/-, 



rintégrale étant prise le long du périmètre du carré. 
Pour un carré incomplet, on aura 



1/ 



hx{z) dz 



<4(r-4-/*)M, 
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en désignant par U la longueur de l'arc de (F) intercepté par le carré d'in- 
dice k. 

En définitive, on trouve 



m 






n étant le nombre des carrés, tant complets qu'incomplets, et m le nombre des 
carrés incomplets de deuxième ou de troisième espèce. 

Or, l'ensemble S étant de longueur nulle, le produit nr tend vers zéro avec r. 
11 en est de même de la somme 



m 



2/*. 



puisque, s'il y a des points ^ sur la circonférence (F), leur ensemble est de longueur 
nulle. 
Donc 

^,(3)^5 = 0. 



J{r) 



Remarquons, d'ailleurs, que le raisonnement fait pour la circonférence (F) 
s'applique à tout contour fermé intérieur à F. On peut donc affirmer que Fin té» 
grale 

j hi(z)dz, 

prise le long d'un contour fermé quelconque, intérieur à F, est nulle. 

C'est là une des conditions exigées pour que h^(z) soit holomorphe dans le 
cercle F. 

L'autre condition c'est la continuité. 

6. Ici se place une remarque relative aux fonctions synectiques telles que nous 
les avons définies au n° 3 de la première Partie. 

Weierstrass, en donnant, la définition des fonctions analytiques, a remarqué, en 
même temps, que la notion de fonction analytique n'est pas équivalente à la no- 
lion de fonction synectique (*). 

Cette différence se manifeste aussi par la nature des singularités que peuvent 
présenter ces fonctions. 

Soity*(>s) une fonction synectique discontinue en un point ^ : je dirai que cette 

■ •' — - — ■ ' < 

(J) Monatsberichte, August 1880 (728* s.). 

Fac, de T., a» S., VII. 4û 
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singularité est artificielle si Ton peut rétablir la continuité de f{z) en changeant 
la valeur de cette fonction au point X^. 

Une fonction analytique ne peut pas avoir des singularités artificielles. C^est 
une conséquence de la définition de Weierstrass. 

An contraire, une fonction syncctique définie par une certaine expression ana- 
lytique peut posséder des singularités artiHciellcs. M. Painlevé en a donné un 
exemple, au début de sa Thèse Sur les lignes singulières des fonctions analy- 
tiques, et M. Goursat, dans son Cours d^ Analyse, a de nouveau insisté sur cette 
particularité des fonctions synectiques. 



7. Revenant à la fonction h^ [z) je dis que si h^ {z) est discontinue aux points X^ 
de l'ensemble S, on peut rétablir la continuité en attribuant à A|(3), en chacun 
des points 2^, une valeur convenable. 

La fonction h^{z) étant alors continue dans F et Pintégrale 



1 lix{z) dz 



étant nulle pour tout contour fermé intérieur à F, nous serons certains, d'après un 
théorème de la première Partie, que h^ {z) est holomorphe dans F. 

Je vais me servir encore des notations employées dans le cours de ce travail. 

Par la lettre ^ je désigne les points singuliers. 

Je réserve la lettre z pour désigner les points pour lesquels h(^z) est roonogène* 

Enfin je désignerai par u un point intérieur à F, lorsqu'il n'y aura lieu à distin- 
guer si ce point est un z ou un ^. 

Cela posé, considérons l'intégrale 

Le raisonnement déjà fait pour l'intégrale / A| {u) du montre que Ton a 



(Y) 



(y) étant un cercle très petit décrit autour du point z. En efTel, entre les deux 
circonférences (F) et (y), la fonction 



u — z 



présente les mêmes caractères que h, (w). 

Mais on peut prendre (y) assez petit pour que dans ce cercle il n'y ait aucun 
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point ^. La fonction hi(u) étant alors holomorphe, dans y, on a 






" .T. 



Donc, en même temps, 



1. f ^Mdu = h,(z). 



(F) 

Celle égalité étant établie, je pose maintenant, comme définition, 






(T) 

Nous avons ainsi rétabli la continuité de hi{ii)^ mais^ en même temps, l'on voit 
que hi (u) est monogène pour tout point 2^. 
Donc ht(u) est monogène dans F. 
C'est le résultat fondamental pour notre démonstration. 
En effet, la fonction h^ (u) étant holomorphe dans F, son inverse 

h(z) — ïl 

ne peut être que méromorphe dans le cercle F, ce qui est contraire à Fhypothèse. 
Il est donc démontré que, si les points singuliers d'une fonction analytique uni- 
forme forment un ensemble parfait de longueur nulle, tout poinl % de cet ensemble 
jouit de la propriété caractéristique des points singuliers essentiels : dans le voi- 
sinage de 2^, la fonction approche autant que Ton veut de toute valeur donnée. 

8. Nous pouvons donner maintenant un théorème général sur les points singu- 
liers qui forment un ensemble de longueur nulle. 

Dans le cas général un ensemble fermé de longueur nulle est formé d'un en- 
semble dénombrable et d'un ensemble parfait. 

Nous venons de voir que, dans le voisinage de tout point de l'ensemble parfait, 
la fonction approche autant qu'on veut de toute valeur donnée. Les points de l'en- 
semble dénombrable sont des pôles, des points singuliers essentiels ou limites de 
tels points. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Une fonction analytique uniforme, dont les points singuliers X^ forment un 
ensemble de longueur nulle, ne peut pas être bornée dans le voisinage d'aucun 
point C En d'autres termes, on ne peut pas avoir 

quel que soit z, M étant un nombre fixe. 
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Nous savions par les ihéorèmes démonlrés dans la première Partie que la fonc- 
tion h(z) ne peut pas être continue sur Tensemble S. Nous vojons maintenant 
que h{z) est non seulement discontinue mais même infinie dans le voisinage 
de S. 



CHAPITRE IL 

ENSEMBLES DE LONGUEUR FINIE. 



9. On sait qu'une fonction analytique uniforme adnrîettant comme singularité 
une coupure (par exemple un segment de droite) peut être bornée dans le voisi- 
nage de cette coupure, que j'appellerai K. D'une façon précise : si l'on délimite 
autour de K une région R ne contenant d'autres points singuliers que ceux de K, 
on peut avoir, quel que soit le point z dans R, 

M étant un nombre positif fixe. 

Je ne m'arrêterai pas à donner des exemples de cette nature. Ils sont trop 
connus. Mais, si les points singuliers ^, au lieu de remplir toute une ligne, forment 
un ensemble non dense, il me semble intéressant de montrer, par un exemple, 
que, même dans ce cas, la fonction h{z) peut être bornée dans le voisinage des 
points t^. 

10. Je prends donc, pour me placer dans des conditions simples, un ensemble P 
à une dimension et je suppose P parfait et non dense. Il est bien entendu que la 
longueur de P est finie et non nulle. 

L'ensemble de P comprend des points de deux espèces distinctes : 

1° Les points ai, ^i ; a2, ^2] •••) ^u^ sont les extrémités des intervalles con- 
tigus à P; ces points forment un ensemble dénombrable. 

2° Les points Ç, qui sont extérieurs à tout intervalle contigu; ces points 
forment un ensemble non dénombrable. 

Je désigne par a et ^ les points extrêmes de l'ensemble P et par X la longueur 
de cet ensemble. 

Pour construire une fonction analytique ayant la propriété annoncée, j'ai 
besoin d'une certaine fonction de variable réelle définie dans l'intervalle (a, p). 

On sait qu'il existe des fonctions dérivées bornées et s'annulant dans tout in- 
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tcrvalle : je les appellerai /o/ic^^on5 de M. Kôpcke, car c'est M. Kopcke qui, le 
premier, a construit de pareilles fonctions. 

Je considère une fonction de M. Kôpcke, ayant les propriétés suivantes : 

1^ Elle est nulle pour tout point a/, ou ^n et dans tout intervalle contigu à P; 

2® Elle est nulle aussi pour les points extrêmes a et ^. 

Soit^(^) cette /onction. Formons l'intégrale 



mj^ t — z 



Je dis que la fonction h{z) définie par cette intégrale est bornée dans tout le 
plan. 

II est bien entendu que, pour former l'intégrale précédente, je me suis servi de 
la définition de M. Lebesgue. On peut, il est vrai, considérer (d'après un théo- 
rème de M. Baire) la fonction g{t) comme la limite d'une suite des fonctions 
continues gn{^) et définir l'intégrale ci-dessus comme la limite d'une suite d'inté- 
grales 

2 * 






Mais tout cela est inutile et je définis directement la fonction A(z) par l'inté- 
grale portant sur g(^t)* 

Le fait que sous le signe d'intégration figure un nombre complexe z ne peut 
introduire aucune difficulté. 

Il est manifeste que les points singuliers de la fonction h(^z) font partie de l'en- 
semble P. 

D'autre part, puisque gi^i) est une dérivée, la fonction 

t — z 

est aussi une dérivée. 

Il existe donc une fonction F(/, z) définie, à une constante près, dans l'inter- 
valle (a, P) et telle que 

dt t — z* 

Dans tout ce qui précède le nombre complexe z est à considérer comme un pa- 
ramètre. 

On a donc 

A(5) = F(|3,5)-F(«,;;). 

Pour voir maintenant comment se comporte la fonction A (2) lorsque le point z 
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s'approche d'un point Ç de l'ensemble P, considérons un point 2 = Ç -h «y dont 
Tabscisse Ç est fixe et dont l'ordonnée y joue le rôle de paramètre. 
Posons 

On aura 

2f1T°^^ ^OL—Z 2«7rJ. t—Z 

Dans cette formule la fonction 

'°SS ; 

OC — z 



est déterminée par la condition de s'annuler à Tinfini. Quant à l'intégrale 

2 



mj^ t — z 



elle tend, lorsque j^ tend vers zéro, vers la valeur principale (au sens de Gauchj) 
de l'intégrale 



Désignons par E(^, z) la fonction primitive de 

k(t) 

-^— ^— • 

t — z 
La valeur principale de l'intégrale précédente est 

E(|3,?)-E(«,?). 
C'est une fonction bornée. Je poserai 

H(«,(3,:s) = E(P,x;)-E(«,i;). 
Donc, en définitive, 



M^)=^#(?)log|^+4H(«,p..). 

Nous n'avons pas envisagé le cas où le point z s'approcherait de l'un des poin 
extrêmes a et ^, Mais ce cas rentre dans l'analyse précédente. 
En effet, nous avons supposé 

^(oç) = o, g'((3) = o. 
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Cela étant, prenons deux points 

le nombre A étant positif. Convenons que dans les intervalles (a, a — A) et (P 4- A, 6) 
la fonction g(t) soit nulle. Dansrinlervalle(a, b) la fonction ^(/) est une fonction 
dérivée, et les points a et ^ sont maintenant intérieurs à {a, b). 

En résumé, h(z) étant la somme de deux fonctions bornées est elle-même une 
fonction bornée. 

11. L'analyse précédente montre que tout point 2^ de l'ensemble P est un point 
singulier de la fonction h(z). Nous savons que, dans le cas où les points 2^ forment 
un ensemble de longueur nulle, la fonction h{z) ne peut pas être bornée. Dans 
l'exemple précédent* nous sommes certains, d'après la nature de la fonction g{t)j 
que les points ^ forment un ensemble de longueur non nulle. En effet, soit A. une 
valeur que prend, en un certain point, une fonction dérivée, définie dans un in- 
tervalle : l'ensemble des points où la fonction est différente de A a une longueur 
non nulle. C'est une proposition démontrée par M. Lebesgue. 

12. Dans l'exemple que nous venons de donner nous avons supposé que l'en- 
semble parfait P, de longueur finie, était placé sur une droite. Mais la définition 
générale que nous avons donnée (n° 25 de la première Partie) de la longueur d^un 
ensemble fermé ne suppose nullement que P soit placé sur une ligne rectifiable. 

Considérons l'ensemble parfait formé par les points 2^ = Ç + e7| définis de la 
façon suivante 

^-"X 4* ■+"•••■+■4?^"^ •••' 

le nombre des fractions étant fini ou infini et les quantités qt et^ ne pouvant 
prendre d'autres valeurs que o ou 3. 

Cet ensemble a une longueur finie et cette longueur est égale à ^. 

Pour pouvoir construire, à l'aide d'une intégrale, une fonction analeptique uni- 
forme et bornée, admettant comme points singuliers les points 2^, il faudrait pou- 
voir faire passer une ligne rectifiable par tous les points 2^. 

On est ainsi naturellement amené à se demander si tout ensemble de longueur 
finie ne fait pas partie d'une certaine ligne rectifiable convenablement choisie. 

Tout porte à penser que cette question doive être résolue par l'affirmative. En 
effet, on a pu faire passer une ligne continue par tous les points d'un carré. Il 
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semble naturel que l'on puisse faire passer une ligne recli fiable par tous les points 
d'un ensemble de longueur finie. 



CHAPITRE ni. 

ENSEMBLES D'AIRE NULLE. 



13. Nous avons démontré (Chap. III, P* Partie) que tout ensemble parfait se 
compose d'un ensemble £< et d'un ensemble E2 que nous avons appelé irré- 
ductible. 

L'ensemble E2 est parfait. L'ensemble E4 possède la propriété suivante : 

Si l'on décrit, d'un point de E| comme centre, un cercle ne contenant pas de 
points de E2 dans son intérieur, mais pouvant en contenir sur sa circonférence, 
les points de E| contenus dans ce cercle forment un ensemble réductible 
d^ ordre un. 

Nous sommes assurés, par les théorèmes delà première Partie, qu'une fonction 
analytique uniforme dont les points singuliers forment un ensemble parfait ne 
peut pas être continue pour les points de l'en.semble E|. Il n'en est pas de même 
pour les points de l'ensemble E2 : les théorèmes de la première Partie ne nous 
apprennent rien sur cet ensemble. 

Nous avons même pu construire (n° 34 de la première Partie) une fonction 
sjnectique (non analytique) dont les points 2^ forment un ensemble Ea* cette fonc- 
tion étant continue dans tout le domaine où elle est définie. 

Il se pourrait donc qu'il existe des fonctions analytiques uniformes dont les 
points singuliers forment un ensemble irréductible d'aire nulle, ces fonctions 
étant continues, même pour les points singuliers. 

Comme type d'ensemble purement ponctuel irréductible et d'aire nulle, je 
donnerai celui-ci : 

le nombre des fractions étant fini ou infini et les quantités a et ^ ne pouvant 
prendre d'autres valeurs que o ou a. 

14. Si les points singuliers d'une fonction analytique uniforme A(z) forment 
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un ensemble d'aire nulle, el, si la fonction h{z) est continue en ces points singu- 
liers, on peut démontrer un théorème relatif à la dérivée : cette dérivée h'{z) 
devient nécessairement infinie lorsque Ton s'approche d'un point singulier. Donc 
li\z) n'est pas bornée. 

La démonstration de ce théorème est identique à une démonstration que nous 
avons donnée, dans la première Partie, pour une proposition relative aux 
ensembles d'aire nulle. 



CHAPITRE IV. 

ENSEMBLES D'AIRE NON NULLE. 



15. Nous avons montré jusqu'à présent qu'une fonction analytique uniforme, 
dont les points singuliers forment un ensemble de longueur nulle, devient néces- 
sairement infinie lorsque l'on s'approche d'un point singulier. Donc, elle ne peut 
pas être bornée. Dans le cas où les points singuliers forment un ensemble de lon- 
gueur finie, non nulle, la fonction peut être bornée. 

Considérons maintenant le cas où les points singuliers forment un ensemble 
d'aire non nulle. Je me propose de montrer, par un exemple, que dans ce cas la 
fonction peut être non seulement bornée, mais continue même au\ points 
singuliers. 

Je définis d'abord un ensemble parfait d'aire non nulle : 

D'un rectangle Rje retranche les points d'une région K| en forme de croix, de 
façon que le domaine restant se compose de quatre rectangles séparés, situés dans 
les coins durectangle primitif. Sur chacun de ces rectangles j'opère de la même 
façon et ainsi indt'finiment. 

Je suppose que la somme 

J 

des aires a^ des régions retranchées R^ est inférieure à Taire a du rectangle K. 
L'ensemble E des points ÎJ = Ç + /r^ non retranchés a pour aire le nombre a — t. 

Je désigne. [)ar z =^ x -\- iy les points qui ne font pas partie de l'ensemble E, el 
par \v =. u 4- iV un point quelconque du rectangle R, s.nns distinguer s'il appar- 
tient ou non à l'ensemble E. 

Cela posé, définissons dans R une fonction continue quelconque o(ti, r) : pour 
fixer les idées on peut supposer que o est une fonction réelle et positive. 
Fac. de T., .« S , MI. f^l 
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Formons mainlcnanl Finlëgralc 






étendue au rectangle R. On peut encore récrire sous la forme suivante 

d(ù élanl rélémenl d'aire el »• le ccnlre de gravilé de cet élément. 
De celle intégrale retranchons successivement les intégrales 

étendues aux réglons Ra. 
Posons maintenant 



A = ao 



r./ N ' r C)(<l') , ' V* /* O(CÏ') , 

F (5) est la fonction analytique cherchée. On peut voir, en effet, en s'appuyant 
sur les propriétés bien connues du potentiel, que F(z) est une fonction continue 
dans tout le plan. Ses points singuliers font partie de Tensemble E. La fonc- 
tion F(;;) est continue aassi en ces points. 

Remarquons, d^ailleurs, que Ton peut définir plus simplement la fonction V(z) 
en faisant usage de la définition générale de Tintégrale, donnée par M. Lebesgue. 

Désignons par à une fonction égale à <p pour tout point ^ de Tensemble E, et 
égale à zéro pour tout autre point. 

On aura 

La condition imposée à l'ensemble £ d'avoir une aire non nulle est évidcmnicnl 
essentielle : autrement la fonction F (s) serait identiquement nulle. 
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CHAPITRE V. 

CONCLUSION. 



10. Le but de celle seconde Parlîe élail, comme je Tai déjà dit dans rinlroduc- 
lion, de monlrcr que Yétendue de Tensemble des poiols singuliers joue un rôle 
esscnliel dans la façon dont une fonclion analytique uniforme se comporte aux 
environs de ces points singuliers. 

Dans les exemples que j'ai donnés, j'ai choisi de préférence, des ensembles 
purement ponctuels. 

On sait que la propriété caractéristique de ces ensembles est la suivante : 

Soit !^ un point quelconque d'un ensemble E, purement ponctuel, que je suppose 
fermé. Du point !J comme centre décrivons un cercle F de rajon p : quelque petit 
que soit le rajon p, les points de E qui se trouvent dans Fintérieur de F ne par- 
tagent pas ce cercle en régions séparées. En d'autres termes, on peut aller d'un 
point z intérieur à F et ne faisant pas partie de E à un autre point z quelconque, 
dans F, par un chemin continu (sans sortir de F) et sans rencontrer des points ÎJ 
de l'ensemble E. 

J'ai choisi de préférence des ensembles purement ponctuels, parce que ces 
ensembles étant les plus simples semblaient, par ce fait même, devoir jouir des 
propriétés particulières au point de vue qui nous occupe, il n'en est rien, comme 
nous l'avons vu. 

Le fait qu'un ensemble de points singuliers est purement ponctuel ne constitue 
pas un critérium suffisant pour distinguer les fonctions analytiques uniformes 
d'après la manière dont elles se comportent aux environs des points singuliers. Le 
véritable critérium parait être Véten'lue de l'ensemble des points singuliers. En 
effet, pour im ensemble purement ponctuel quelconque, nous avons vu que les 
circonstances les plus diverses sont possibles, tandis que, en précisant Vétendue 
de l'ensemble des points singuliers, on obtient des résultats dignes d'intérêt. 
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1. L'alliage eiilectiqiie de plomb et d'étain contieDt 3^,2 pour loo de Pb et 
62,8 pour 100 de Sn. Il fond à iSS'*. 

J'étudierai, dans ce travail, les déformations grandes et petites de fils de cet 
alliage, soit par traction, soit par torsion. 

Il s'agit principalement : 1° de déterminer J'influence de la vitesse de défor- 
mation sur la grandeur de la déformation; 2^ d'étudier les modifications de la 
matière qui résultent de la déformation, ce que j'appellerai Vécrouissage, en 
donnant à ce terme le sens le plus général; S'' de chercher dans quelles limites 
les phénomènes d^élasticité parfaite et de réactivité subsistent dans un tel 
métal, tjpe des métaux visqueux. 

Ce travail a été fait sous la direction, avec les méthodes er, en majeure partie, 
avec les appareils de M. Bouasse qui s'est réservé la discussion théorique des 
résultats. Il me suffit de dire ici qu'ils conduisent à distinguer les métaux en deux 
groupes très tranchés : métaux non visqueux et métaux visqueux, La distinction 
repose : 

1° Sur l'influence de la vitesse de déformation, énorme dans le cas que 
j'étudie, secondaire dans le cas des métaux non visqueux. 

2° Sur l'application ou la non application du principe de Coulomb, à savoir 
qiiun métal qui a supporté un effort est à peu près élastique jusqu'à cet 
effort. 

On peut encore appeler ces types, type à accommodation {n\éid\ non visqueux) 
et lype sans accommodation (métal visqueux). 

2. IVertheim (Ann. de Chim. et de Phys,, 3*' série, t. XII) étudie certains 



3i8 



Z. CARRIÈRE. 



alliages de Pb et de Sn parmi lesquels reutectiquc. Il détermiue leur coefficient 
d^élasticité, principalement par la méthode des vibrations longitudinales. Il 
indique (lbîd,j p. 6o5) une soi-disant limite d^élasticité. Je montrerai le peu 
de signification de ces résultats. D^ailleurs, dans ses ei^périences de traction, 
Pauleur déclare lui-même {Ibid,, p. 4o3) que « l'on ne saurait déterminer les 
longueurs finales que les verges peuvent atteindre sous raction des charges ». Il 
fait la mesure « dès que l'allongement est devenu assez lent pour que la longueur 
ne diange plus sensiblement pendant le temps nécessaire à la prendre ». 



3. Appareil pour la fabrication des fils, — J'utilise l'alliage de Pb et de Sn 
sous la forme de fils de petit diamètre, soit o"*",96. 

L'appareil qui sert n les fabriquer est représenté figure i. Il est très analogue à 
Tapparcil industriel pour la fabrication des tujaux de plomb, mais de dimensions 
plus restreintes. 

Un bloc d'acier G de S*""* de diamètre est creusé suivant son axe d'un canal 
circulaire A bien alésé, de 2*^"* de diamètre, dans lequel entre à frottement 
doux un piston plein P en acier. A l'autre extrémité, vissé dans l'épaisseur du 
bloc, un écrou F ferme le canal; il est percé d'un trou (filière) à travers lequel 
s'écoule le mêlai contenu dans le cylindre quand on exerce sur le pîstan une 
pression suffisante. 

Le cylindre C est disposé, comme l'indique la figure 1, sous le sommier d'une 
presse hydraulique, sommier percé d'un trou en son milieu et d'un second plus 
petit au voisinage. Ce dernier correspond à une cavité B creusée dans le bloc, 
parallèlement à l'axe, sur un tiers environ de la longueur du cylindre. FLIIe est 
remplie de mercure et contient un thermomètre T qui indique la température du 
bloc pendant l'opération . Le chauffage s'effectue au moyen d'une triple couronne 
de becs de gaz, sous forme de serpentin, entourant le cylindre qu*un disque 
d'amiante isole du sommier. Une plaque de tôle recourbée DD protège l'ensemble 
contre les courants d'air. 

Le manomètre M indique à chaque instant la pression sous le piston de la 
presse et, ù un facteur constant près, la pression transmise en A. Elle pouvait 
s'élever jusqu'à '6^10^^ par centimètre carré. J'ai utilisé géiiéralement une pression 
de 285o^s. J'obtenais ainsi une trentaine de mètres de fil par heure, à la condition 
de maintenir une température convenable. 

A la sortie de la filière, le fil arrive verticalement, tangent à un tambour R sur 
lequel il s'enroule sous l'action du poids P'. Le tambour est formé par une feuille 
de zinc, large de iS^*"; les rayons sont des liteaux de bois très légers. Il suffit, 
pour l'enlraîner, d'un poids P' inférieur à \^^^ ce qui correspond, pour le (il, à une 
tension de 5o* environ, soit 70^ par millimètre carré. Le diamètre du tambour est 
égal à 7o*^"\ Le fil est donc à peine fléchi pendant l'enroulement. 
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Pour introduire le méul à trêâter dans le cvlÎDJro C, on mire celui-ci de 
dessous le sommier de la presse, et on le renverse la lilière en bas. On verse alors 
dans le canal l'alliage en fusion préalablement agité pendant n minutes. 

L'cxpérieDcc montre que, sous une pression de :i8Jo^ par ccnlimèlre carré. 




pour obtenit' en a miimlcs i'" de fil, il faut élever la teinpéraliirc 
c'est-à-dire assez près du point de rusioii. Il s'agit de déterminer si cl 
\aricnt les propriétés avec la température de fabrication. Voici, pour u 
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Pr= i36o<^ imposée sous débit constant, les allongements pour loo A, de fils 
obtenus aux températures /, sous une même pression 285o''6 par centimètre carré : 

/. 142. 173. 178. 181. 

A 11,69 "3,87 14,87 18,10 

^^ 

— - 0,07 0,20 1,08 

Cette expérience monlre que l'cutectique jouit de propriétés essentiellement 
variables avec la température de fabrication. Le taux de variation -jr- croît beau- 
coup au voisinage de 180". Une variation de i" dans la température de fabrication 
produit alors, dans les conditions de U expérience, une variation d'allongement de 
I pour 100. Entre i4'^" et i^.'!"^ la variation est seulement de 0,07 pour 100. Il y a 
donc intérêt, pour avoir du fil de propriétés à peu près invariables, à opérer à la 
température la plus basse possible. On est limité dans cette voie par la durée de 

l'opération. J'ai choisi la température de 175° au voisinage de laquelle --r— :=o,2 

pour 100. \3n régulateur de pression installé sur la canalisation du gaz permet de 
maintenir celle-ci constante à i" près. 

Cette température n'est qu'approximativement celle du métal contenu en A. 
Elle n'est sûrement pas celle du métal au sortir de la filière. Cela importe peu, le 
thermomètre servant surtout de témoin de température'uniforme au voisinage de 
la filière, soit pendant une même expérience, soit d'une expérience à l'autre. Je 
ne saurais trop insister sur la nature des résultats. Il ne s'agit pas, en efiety de 
déterminer des constantes numériques, mais (ïétudier Vallure des phénomènes. 

Pour faciliter le réglage, il est avantageux de maintenir une pression de 2000*^^ 
environ par centimètre ca rré/?e Airfa/i/ qu'on élève la température, celle-ci tendant 
asymptotiqiiement vers 175". Les contacts métalliques et les transmissions de 
chaleur par conductibilité sont ainsi à peu près les mêmes avant et pendant le tréfi- 
lage. Sous celte pression, 2000*2 par centimètre carré, le fil ne passe que vers i5o" 
et avec une vitesse assez faible. Quand on atteint 170**, on manœuvre la pompe 
pour élever la pression ù sS^o^^^, et on l'y maintient jusqu'à écoulement complet, 
à 5o*^s près. 

J'aurais pu choisir une pression moindre ou plus forte sans que les phénomènes 
que j'étudierai soient qualitatii^ement modifiés. J'ai préféré celle-ci pour obtenir 
une vitesse de passage du fil ni trop grande ni trop faible, soit 1"* en 2 minutes 
environ. 

Le fil est régulier, homogène et identique à lui-même sur toute sa longueur. 
Ou en connaît l'histoire à partir de l'alliage fondu. 

L*alliage a été obtenu une fois pour toutes à partir des éléments constituants 
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Pb et Sn purs du commerce. J'ai préalablement vérifié que Falliage obtenu à 
partir du plomb et de l'étaln chimiquement purs donnent qualitativement les 
mêmes résultats. 

ALLONGEMENTS PAR TRACTION. 

4. Essai de traction, — Un fil vertical de longueur initiale L^ est chargé de 
poids P croissdinl proportionnellement au temps jusqu'à la rupture. 

On produit un écoulement d'eau à débit constant D, dans un seau attaché à 
l'extrémité inférieure du fil (Cf. H. Bouasse, Ann, Fac. Se, TouL, l, 1, 1899, 
p. 332; t. IV, 1902, p. 359). On lit les allongements avec une lunette, sur une 
règle verticale solidaire du seau de charge, à -^ de millimètre près, soit avec une 
approximation de ~ôô pourLQ= 80*^", longueur prise ordinairement. 

Une enceinte verticale, autour de laquelle circule un courant d'eau, permet de 
maintenir constante la température du fil placé dans son axe (Ann. Fac, Se, TouL, 
i, \y 1903, p. 259). Toutes les expériences sont faites à la température ordinaire. 

A ses extrémités, le fil est attaché à des tiges de connexion par une soudure à la 
cire golaz. La charge maxima par millimètre carré que doit supporter le fil étant 
en général inférieure à 3^^, cette soudure est toujours suffisante. Elle a cet avan- 
tage que, pour son application, il suffit d'une température à peine supérieure à 100°. 
Le fil n'est donc pas détérioré aux points d'attache. Efiectivement, sauf les excep- 
tions que j'aurai à signaler (n® 20), la rupture ne se produit pas en ces points, 
jamais elle ne s'est produite au point d'attache inférieur. 

5. Courbe de traction, — Elle est donnée figure 2, courbe I, pour Lo= 80*^™, 
D = 77S par minute 

ÈJQ 

L étant la longueur du fil sous la charge P. 

1" Une limite d'élasticité parfaite n'existe pas pour Teutectique, quelque 
large que soit le sens attaché à ce mot. Qui dit élasticité parfaite dit allonge- 
ment proportionnel à l'effort. Les courbes des métaux tels que le cuivre étiré 
ayant un certain champ d'élasticité parfaite ont, au début, une portion rectiligne. 
Ici, il est impossible de délimiter un segment rectiligne même très court à partir 
de l'origine. La courbure n'est pas nulle dès les plus faibles charges. Je reviendrai 
plus loin(n° 21) par une méthode plus précise sur les déformations très petites. 

2* Le fil d'eulectique ne casse, pour ce débit, qu'après un allongement énorme : 

exactement 49 pour 100. La vitesse d'allongement mesurée par -j^ est alors 

infinie. Mais, comme le montre la figure, de A = 1,20 par exemple à A= 1,49? sa 
Fac. de T,, 2» S., VII. 4- 



322 



/. CARRIÈRE, 



valeur quoique finie est 1res grande. C^est précisément grâce à cette vitesse très 
grande que le fil peut supporter quelques minutes une tension qui est relativement 
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considérable, surtout eu égard à la diminution de section résultant de rallon- 
gement. Pour les métaux tels que le cuivre, l'allongement permanent sous la 
charge P| produit une modification dans la nature du fil qui rend celui-ci à peu 
près élastique pour les charges inférieures à Pi, capable par conséquent de les 
supporter sans Mon^em^nt permanent sensible. 

Or, pour reutectique, le principe de Coulomb ne s^applique pas (n° 7). Il ne 
supporte aucune charge sans s'allonger (n° 18); la vitesse d'allongement doit 
croître avec la charge à supporter jusqu'à ce que la diminution de section consé- 
cutive à l'allongement change peu à peu les conditions de l'expérience et amène 
la rupture. 

Cette conclusion appelle naturellement l'expérience suivante : 



6. Essai à vitesse constante, — Au lieu de faire croître la charge P, faisons 

croître la longueur A proportionnellement au temps. -^ = V = const. pour 

un même fil. D'un fil à l'autre faisons varier V. L'expérience consiste à déter- 
miner les tensions P du fil au moyen d'un dynamomètre. 

On sait que cette tension croît avec A jusqu'à un maximum, puis décroît très 
rapidement au voisinage de la rupture. Je me suis contenté de déterminer les 
tensions maxima correspondant à une vitesse donnée . 

A cet effet, un ressort R {fig- 3) d'une force de a''^ est fixé verticalement d'une 
part à une poutre solide S, d'autre part à l'extrémité A d'un levier AIB mobile 
autour d'un axe horizontal I. Le fil en expérience F est attaché lui aussi en A, 
dans le prolongement du ressort. Il est tiré verticalement, en bas, par une corde 
CD qui passe sur une poulie de renvoi P, et s'enroule sur un treuil P. 
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Le treuil est monté fsur Taxe d^une forte roue en fonte Q qu'on peut faire 
tourner d'un mouvement uniforme, dont la vitesse est déterminée au moyen d'un 

Fig. 3. 




métronome. Les vitesses imposées étant considérables, j'ai négligé dans leur calcul 
le déplacement de l'extrémité inférieure du ressort. 

Un style T attaché au levier peut enregistrer les tensions à chaque instant. Me 
proposant de déterminer seulement les tensions maxima, j'ai simplement disposé, 
tournant à frottement doux autour d'un axe V indépendant, parallèle à celui du 
levier I et toul proche, une aiguille légère l'L. Quand on tire la corde CD, elle 
est écartée par le levier de sa position première jusqu'à une déviation maxima à 
laquelle elle reste après la rupture du fil. La tension correspondante est déterminée 
après chaque expérience au moyen de poids marqués appliqués en A. La sensi- 
bilité de l'appareil est de loo^, précision suffisante pour le but à atteindre. Lorsque 
la tension doit dépasser 2''*, on place à l'extrémité B du levier des poids M con- 
venables. 

Voici, avec les vitesses imposées et les allongements pour 100 réalisés à la 
rupture, les tensions maxima correspondantes. Les vitesses sont exprimées en 
centimètres par seconde pour Lo=i™. V = oo correspond à l'allongement très 
brusque à la main. Les tensions sont exprimées en grammes pour la section ini" 
tiale Sq= o"'°»',72. 

Vitesses x \f\o 70 35 •<:'> xo 18 9 

Allongements pour 100 ao 5î 5*» 62 » » 4$ 45 

Tensions \'k'hj 3700 36oo 35oo 33oo 3'2oo 3 100 3ioo 
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Je ne donne les allongemenls à la rupture que pour fixer les idées : ils dépen- 
dent des défauts du fil, principalement pour les grandes vitesses. Il ne faudrait 
pas croire qu^il existe un maximum correspondant à la vitesse 70. Nous allons 
voir, au contraire, que rallongement réalisable croît généralement à mesure que 
la vitesse diminue. 

Je peux, en eflet, compléter ces résultats par ceux que donnent les essais à 
charge constante. La tension s^abaisse au-dessous de 2000' pour une vitesse d'al- 
longement égale, au voisinage de la rupture, à o*™, 2 par seconde : l'allonge- 
ment est alors de 70 pour 100 environ. Le même fil casse sous une charge 
constante de 4^^? par conséquent sous une tension inférieure à 4o^> après un 
allongement de 352 pour 100 obtenu en trois mois environ. Pour une vitesse 
extrêmement faible, le fil peut supporter des allongements véritablement extraor- 
dinaires {voir n" 19). La section est alors évidemment très difl'érente de la section 
initiale Sq, 

Quoi qu*il en soit, le fil d'eutectique peut supporter des tensions qui croissent 
énormément avec la vitesse d'allongement (et moins vite qu'elle), soit d'une cen- 
taine de grammes à 5^^ environ par millimètre carré. Cette variation énorme est 
la première d«s caractéristiques des métaux visqueux. En voici une seconde : 

7. Non-application du principe de Coulomb, — La technique employée con- 
siste à décrire la courbe de traction jusqu'au point A(P4, A4) {fig- 2), décharger 
totalement et brusquement [ce qui s'opère aisément et sans secousse au moyen 
d'une corde passant sur une poulie de renvoi et relevant le seau de charge, ou 
mieux le levier qui en est solidaire {Ann. Fac. de TouL, 2* série, L IV, 
p. 359)], puis, après avoir vidé le seau, sans rien changer au fil, à rétablir l'écou- 
lement, c'est-à-dire décrire une nouvelle courbe de traction à partir du point 
A'(o, A^). Pour le cuivre, la nouvelle courbe de traction est sensiblement la 
droite A'A. Pour l'eutectique, on obtient la courbe III. Sur celte nouvelle courbe 
comme sur la première, il est impossible de distinguer une portion rectiligne. Le 
fil déformé par la charge P< est aussi incapable qu'au début de supporter sans 
allongement permanent une charge même très inférieure à P|. 

Comparons I et III et, pour cela, donnons à I A' pour origine. Elle vient en IL 
Cela ne suffit pas. La courbe III est décrite sur un fil plus long et partant de sec- 
tion plus petite. La charge par unité de section est donc sur une même horizon- 
tale plus grande sur III que sur II, et inversement l'allongement pour l'unité de 
longueur plus petit sur une verticale. U y a donc une double correction à faire : 

1" contracter les abscisses de III dans le rapport — j 2° dilater ses ordonnées dans 
le rapport—. La correction est légitime, puisqu'il s'agitde longueur et de section 
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initiales^ et que, la densilé variant peu, pour des A| pas trop grands, on a ap- 
proximativement 

Ces corrections faites, la courbe III se confond à peu près avec II. On peut donc 
conclure que le fil allongé de i à A reste à peu près identique à lui-même comme 
matière i il ne s^écvouit pas sensiblement. 

On peut, d'après la même technique, charger et décharger plusieurs fois. Voici, 
pour Lo=8o*^", P| = i3oo* imposé sous débit = 78* par minute, les A< à la 
charge et les AA| représentant l'allongement pour loo brut pendant la charge : 

Al 1,000 i,o5a ijiîi IjIQS i,3o6 i ï475 

AAi 5,% 6,9 7,7 10,8 16,9 

Les AA| croissent pour la raison déjà donnée. Il serait illusoire de faire ici les 
corrections dont je parlais (out à l'heure; car, dès que l'allongement devient un 
peu grand, la relation 5©= sk n'est plus vérifiée, le fil ne restant pas cylindrique 
{voir n<» 20). 

En réalité, quand on décharge brusquement de P| à o, il y a toujours un rac- 
courcissement; mais il est très faible, de Tordre de 5^, toujours < yqôq' 

8. Influence de la vitesse de recharge. — J'ai supposé, dans l'expérience pré- 
cédente, le débit D identique à la charge et à la recharge. J'en avais le droit, 
puisque le principe de Coulomb suppose le métal déformé par la charge P| devenu 
à peu près élastique pour les charges inférieures à P4. Les allongements élastiques 
ne dépendent pas de la durée d'action de la charge, ni, par conséquent, de la 
vitesse de charge. 

Prenons maintenant deux débits différents : D à la charge, D| à la recharge. 

L'expérience montre que, toutes choses égales d'ailleurs : 

Si D< < D, la courbe de recharge est au-dessous de III {/ig* 2) et ne peut, par 
conséquent, par des corrections, être amenée à se confondre avec II. Elle reste 
d'autant plus au-dessous que D4 est plus inférieur à D. 

Si D| > D, la courbe de recharge est au-dessus de III; les corrections relatives 
à la longueur et à la section la ramènent au-dessus de II, à une distance d'autant 
plus grande de celle-ci que D| surpasse davantage D. 

En général {soit à la charge, soit à la recharge)^ les courbes de traction se 
disposent Vune au-dessus de Vautre dans r ordre des débits croissants. 

Le cas limite D< = 00 correspond à une réimposition brusque de P<, la charge 
continuant à croître à partir de cet instant sous le débit D de charge. Autrement 
dit, le débit restant toujours identique, on interrompt en A la courbe de traction 
en relevant brusquement le seau et arrêtant l'écoulement. Après un arrêt (dont la 



durée semble d'ailleurs sans importance), od abaiM« ^ nouveau le seau non vidé et 
Ton rétablit en même temps l'écoulement. L'expérience montre qu'alors la couibe 
de recharge se confond très sensiblement aveg la droite A.'A raacordée par une 
courbure très brusque à la branche AB avec laquelle elle se confond ensuite. Le 
principe de Coulomb, pour une vitesse de charge infinie, est approximativement 
vérifié. Il l'est d'autant moins que la vitesse de recharge surpassa moins la vitesse 
de charge; pour D^D, il ne l'est pas du tout. Les conditions de débit imposées 
montrent qu'il ne s'agit pas ici du princîpa de Coulomb relatif à l'extension du 
champ A' élasticité parfaite. Elles montrept simplement l'influence énorme de la 
vitesse de chaîne, caractéristique des méUtix visqueux. 

9. Cycles de traction. — i" Pour décrire un cycle de traction, je fais varier la 
charge de o à P,, puis de P| à o, proportionnellement au temps. L'écoulement 
d'eau ne pouvant plus servir, je déroule une chaînette de laiton tombant dans le 
seau de charge, puis je l'enroule, d'un mouvement uniforme. Le dispositif est dé- 
crit {Ann. Fac. Se. de Tout., a* iérie, t. V, p. 358). 

La courbe P^y(A) a un point anguleux correspondant à l'inversion du débit 
séparant les deux branches de charge et de décharge {Jlg- 4)- 

Si nous admettons que les propriétés du fil ne dépendent pas des parcours anté- 
rieurs, et que la charge, pour une section donnée, ne dépend que du diamètre et 
par conséquent du A actuel, la branche de décharge doit être symétrique de 
celle de charge par rapport b la verticale du point d'inversion du débit. Plus exac- 
tement, en ce point, le fil s'étant allongé de t à A| et ayant diminué de section, la 
courbe de décharge doit être un peu plus éloignée de la verticale. 

L'expérience montre que cette hypothèse c'est pas asses générale. La Ggure 4 




VM 1.W i.u 1^ 

donne le i'"' el le 6' cycles effectués sur un fil unique sous D ;= io5* par minute 
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jusqu'à P| = io5o*, Lo= 80*". Voici, en unités arbitraires, les allongements pen- 
dant les charges et les décharges successives, et les A au début de chaque cycle : 

A i,oo- i,o5 i,ii 1,17 1,25 1,36 

Allongements pendant la charge 17-2 177 213 -266 33i 470 

» » décharge... i3o 146 179 249 3 19 4^6 

C'est seulement après le 5" cycle et pour A := i,36 que rallongement pendapt 
la décharge surpasse rallongement pendant la charge, 4^6 >• 470. 

Pour un cycle de 1260^, c'est-à-dire pour une charge maxima très voisine de 
celle utilisée dans la technique du n» 7, on a obtenu : 

A 1,00 1,08 

Allongements pendant la charge 271 387 

» N décharge .... 240 476 

et, pour un cycle de 1800^, 

A 1,00 1,18 

Allongements pendant la charge 54 1 866 

» » décharge.... 591 1392 

Si, pour de fortes charges, l'allongement pendant la décharge est, dès les pre- 
miers cycles, plus grand que l'allongement pendant la charge; par contre, pour un 
cycle de 3ooK, même après le 3o* cycle, l'allongement est plus faible à la dé- 
charge. Il est même négatif pour les premiers cycles. 

Nous sommes donc amenés à généraliser les conclusions précédentes. On ne 
peut admettre que le métal ne subisse pas une modification plus ou moins stable 
du fait de la déformation. Quand le métal vient d^être allongé par charges 
croissantes, il a tendance à s'' allonger moins par charges décroissantes. Le 
phénomène est bien difllérent de celui qui caractérise les métaux obéissant au 
principe de Coulomb. La modification se manifeste ici par une diminution delà vi- 
tesse d'allongement qui correspond à une charge donnée. 

Il y a hystérésis en ce sens que la courbe de retour ne se superpose pas à la 
courbe d'aller; il n'y a pas accommodation, en ce sens que les cycles successifs 
ne tendent pas à se fermer. Nous pouvons appeler les métaux dont l'eutectique 
est le type métaux visqueux ou métaux sans accommodation. 

2® On peut imposer, dans un cycle, un arrêt T à la charge maxima P|. En 
croisant les cycles à arrêt nul (cycles précédents continus) et les cycles à arrêt T, 
on obtient les courbes delà figure 5 : L^^^ 80*^"*, P, = io5oB, D = io56par minute, 
T = 5». 

Soient X| l'allongement pendant la charge, X2 l'allongement pendant la dé- 
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charge, pour les deux branche;! d'un même c^cle. Évaluons le rappurl ^ el por- 
tons sa valeur, en ordonnées, aux abscisses qui correspondent au A moyen du 
cycle. Les points ainsi obtenus Ad, Bo, Cg pour les cycles sans arrêt se placent sur 
une courbe unique {Jig- 5); les points A|,B| correspondant aux cycles à arrêt T 
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se placent sur une courbe difTérente, presque parallèle à la première, mais très 
sensiblement au-dessous d'elle. 

En A|, Y ^^^ ^ peine supéiîeur à l'unité; il est égal à 0,87 en B|, alors que, en 

C,, il est encore un peu supérieur à un. Ce résultat indique une modification du 
fîl par {'allongement à charge constante, modification que nous appellerons 
désagrégation et dont nous allons nous occuper dans les numéros qui suivent. 
Elle tend à augmenter la vitesse d'allongement pour une charge par unité de 
section donnée. Elle l'augmente d'autant plus que rallongement à charge con- 
stante eA plus grand. En elTel, les courbes A(C« et A,B, divergent vers la droite 
où ronaGH>DF. 

3' On peut opérer un nouvel arrêt ï d'égale durée en C, C, C {Jig. 5), sans 
allongement, à condition de décharger brusquement en ce point, laisser le fil au 
repos sous charge nulle pendant le temps T, puis réimposer brusquement la charge 
maxima P, qu'on fait immédiatement décroître proportionnellement au temps. Le 
schéma de l'expérience comprend, outre les cycles de la figure 5, les verticales des 
points C, C, C décrites deux fois en sens inverse. L'expérience montre que les 
rapports lA ^e placent encore sur les deux mêmes courbes. 

La modification signalée pour les charges croissantes subsiste mime après inter- 
ruption de cette croissance, pourvu que l'allongement soit aussi interrompu. A 
moins, ce qui nous parait peu probable, que la recharge brusque ne rétablisse le 
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fil dans Tétat modifié ou il se trouvait avant la décharge, et quMl aurait abandonné 
au repos. 

4** On peut enfin opérer l'arrêt T à la charge ^P| sur l'une et l'autre branche. 
Le cycle se compose de deux branches avec paliers. On croise les cycles avec pa- 
lier avec les cycles continus. 

En fonction de A, les vitesses moyennes d'allongement pendant l'intervalle T 
sous la charge ^P| se placent sensiblement sur une courbe unique. L'allongement 
sous charge constante ne dépend pas du signe du débit antérieur. 

En fonction de A, les ^ (^h ^^ ^2 ^^ comprenant pas les allongements pendant 

l'arrêt) se placent sur une courbe unique, soit pour les cycles à arrêt T, soit pour 
les cycles à arrêt nul. En réalité, d'après les résultats trouvés, il doit y avoir une 
influence de l'arrêt T pendant la décharge de ^P| à o. Elle n'est pas apparente, 
parce que l'allongement pour cet intervalle est toujours petit par rapport à celui 
réalisé entre P| et^P|. 

Bien plus, comme l'indique en particulier la figure 5, une partie de l'allonge- 
ment pour cet intervalle jP|^-^ o est négatif, conformément aux résultats signalés 
à la fin du n"* 7. 

10. Allongements à charge constante. — Si l'on arrête le débit au 
point A {fig* 6, I) de la courbe de traction, le fil continue à s'allonger sous la 
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charge OAi . La courbe OA représentant les A en fonction de la charge se continue 
par une branche AB représentant les A en fonction du temps. Les temps sont alors 
évalués en charges, c'esl-à-dire représentés par la charge qui aurait été imposée 
pendant le même temps si l'on avait maintenu l'écoulement à débit constant. 
Foc. de T., 2* S., VII. 43 
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Pour le cuivre et les métaux du même type, la branche à charge constante a la 
forme AB| ; elle tend asjmptotîquement vers une verticale. L'allongement sous 
charge constante pas trop considérable conduit à Téquilibre pour une longueur 
limite. Pour Teutectique, au contraire, la branche AB tend à devenir horizontale, 
et rallongement réalisé amène Boujours la rupture, quelle qiie soit la charge OA|. 
La courbe OAB' est la courbe de traction à débit constant décrite jusqu^à la rup- 
ture avec un second (il aussi identique que possible. La distance relativement 
faible des branches AB et AB' montre que l'allongement de Teutectique est fonc- 
tion principalement de la durée d'action de la charge et non plus fonction 
principalement de la charge elle-même, comme celui des métaux non visqueux. 

H. Allongements sous charge constante par unité de section actuelle. — 
Dans rhjpothèse d'un fil restant toujours identique à lui-même, si la section 
restait constante, la branche AB devrait être une droite tangente en A à la 
courbe OA. On peut se demander si l'incurvation vers Taxe des A ne provient 
pas : I® du fait que la section actuelle diminue quand A croît; 2** du fait que, à 
chaque instant, l'allongement s'opère sur un fil de longueur croissante. 

Représentons {fig* 6, II) en fonction de A la courbe des vitesses d'allon- 
gement V. La deuxième correction consiste à prendre à chaque instant -r-' 

y étant la vitesse brute d'allongement et A la longueur actuelle ramenée à l'unité 
de longueur initiale. 

On ne peut tenir compte par le calcul de la diminution de section que d'une 
manière très arbitraire. Il est préférable de maintenir à chaque instant la charge 
réelle P pour la section actuelle s^ telle que 

— = — ^ = const. 

s 5o 

A mesure que le fil s'allonge, on prélève de temps en temps une portion de la 
charge convenablement calculée. Pratiquement, il suffit d'opérer ce prélèvement 
aux A : 1,0 1, 1,02, i,o3, .... On le calcule, en admettant que la densité ne 
change pas et que le fil reste cylindrique, en posant 

^A = 5o, 
d'où 
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charges faibles, on supprime le magnétisme rémanent en séparant les éleclros du 
barreau par une mince feuille de papier à cigarette. 

La lecture des allongements se fait sur la règle R. Un chronographe enregistreur 



Fig. 7. 







L*J 



permet Tobservation des allongements rapides, Pexpérimentateur inscrivant un 
signal, par exemple quand les centimètres de la règle R passent devant le réticule 
de la lunette. 

Le support S permet d'imposer successivement et brusquement à un même (il, 
après la charge P|, les charges V^ -f- Pa? Pi -H Pa-*- Ps î il suffit, en faisant tourner 
la poulie R', d'abaisser la plate-forme PP et de la maintenir pendant rallongement 
à une distance telle que Tun des fils ft ou les deux ensemble, /^ et /2i soient 
tendus et les poids qu'ils supportent libres. 

L'appareil doit servir aussi à allonger un fil avec une vitesse déterminée. A cet 
effet, le. support S est vissé sur la plate-forme P; on remplace Ps par une plan* 
chette de mêmes dimensions. La poulie R' étant entraînée par un moteur réglé, la 
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de section donne-t-elle la même vitesse V? Sinon, quel est le sens de varia- 
tion? 

Soient P|, P2, P3, P4 les charges employées. Il y a, pour chaque valeur de la 
constante K et pour chacun des (ils i, 2, 3, 4» ^^n^ valeur de A satisfaisant à la 
relation 

Pï A, = P,A,=: P,A,= P4 A,= K. 

Si Von admet la relation s A = 5o, aux points des courbes P|, Pj, Ps, P4 cor- 
respondant aux abscisses A|, A3, ..., la charge est la même par unité de section. 
Relions entre eux ces points. On a les courbes de la figure 8 caractérisées par leur 
cote K. Elles montrent que la vitesse brute d'allongement, pour une chcwge 
constante par unité de section croit quand la longueur augmente. 

Cherchons ce que sont les vitesses rapportées à la longueur initiale, c'esl-à-dire 

V . . 

les quotients -r-- Elles croissent aussi avec A comme l'indique le Tableau suivant : 

Ai>A,>A,>A^, 



K. 



300 
2S7. 
277. 
234. 
184. 



X.. 
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A, 
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» 


269 


in 


» 


267 


ai5 


188 
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18a 
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4' 
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» 



Ces résultats sont conformes à ceux du n' 11. 

7? Il résulte de ce qui précède qu'il est impossible de poser 

V=:A<p(PA) 

qui impliquerait une vitesse d'allongement par unité de longueur actuelle, fonc- 
tion seulement de la charge actuelle par unité de section. Il faut généraliser cette 
expression et écrire au moins 

V = <t(A)9(PA), 



^(A) étant une fonction de A plus rapidement croissante que la première puis- 
sance de A. 

Il serait très intéressant de connaître la forme de la fonction o. On peut démon- 
trer en particulier que, certainement, dans l'hypothèse générale précédente, elle 
ne se réduit pas à une expression de la forme P^'A". On aurait, en effet, pour un 
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A donné, 

V,= *(A)<pPîA^ 

V,zz:*(A)<pP5A« 

et 

V, 



V 



\=m 



Pj = 2200», P4 


=5 


2700». 


1,125 1^200 




i,3oo 


2,58 2,90 




3,16 



Le rapport des vitesses serait indépendant de A. 

Or, Texpérience montre quUl croît avec A, comme l'indique le Tableau suivant, 
se rapportant aux courbes de la figure 8 : 

p, = 1700», 

A i,o4o 1,125 1,200 i,3oo ')375 

Y 

■=j- 2,34 2,58 2,90 3,16 » 

Y 

TT- 2,38 îS|4o 2j59 ^,9* 3,16 

14. Expériences croisées sur un fil unique. — Sur un fil unique, on impose 
(appareil décrit) instantanément et alternativement deux charges P|, Pj, P|, ... 
pendant une durée uniforme, au moins pour le même cycle P|, P2. On note 
sous chacune de ces charges les vitesses moyennes qu'on porte en ordonnées au 
A moyen correspondant. On relie par une première courbe tous les points corres- 
pondant aux vitesses sous P| et, par une deuxième, tous ceux correspondant aux 
vitesses sous P^. On calcule le rapport des ordonnées des deux courbes aux 
divers A. La comparaison des vitesses est alors rigoureuse, puisque la désagré^ 
gation moyenne est la même sur les deux courbes et le fil identique. 

V 

Voici les rapports trouvés pour ^> P2> Pj : 

p ■ p 
Première expérience, — Pi= 536», Pt= 1072»= 2 Pi, -^ = 8o4^ 

A 1,000 1,125 i,25o i}375 

Y 

Y^ 3,0 3,7 4,1 4,4 

p ■ p 
Deuxième expérience. — Pt = 5368, P, = 1608»= 3Pi, — ^ = 1072». 

A 1,000 1,125 i,25o 1)375 1,625 

Y 

— 10 i3 17 19 33 

▼ 1 
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p . p 
Troisième expérience. — P| = 536*, Pj = 2i44*= 4 ^u -^ = 1340*. 

A l,O0O IjIOO 1,220 

^ » 33 56 



.p ■ p 
Quatrième expérience. — Pi = 206', Pî= i236*= 6P|, — ^ = 721*. 

A 1,000 i,o5o 1,100 1,1 5o 1,200 1 ,25o 

y 

^ 23 25 26 26 27 29 

▼1 



Qualilativement et quantitativement, ces résultats sont conformes aux précé- 
dents et conduisent aux mêmes conclusions. 

On trouvera (H. Bouasse, Ann. Fac. Se. TouL, 2,^ série, 1906) la discussion, 
d'après ces résultats, de la loi V = A ©(PA). 

. Cinquième expérience. — On impose alternativement trois charges dans Tordre 
Pt, Pt, Pj, Pj, Pi, .... On obtient pour les vitesses sous P, une courbe unique, résultat 
conforme à celui du n° 9, 4*** 

15. Vitesses initiales en fonction de la charge constante, — Voici le Tableau 
des vitesses initiales (A = i) sous diflférents Pq. Elles sont données par l'expérieace 
avec quelque incertitude, la mise en charge comportant toujours au début un 
léger choc. Il est préférable de les calculer par extrapolation sur les courbes telles 
que celles de la figure 8. Les voici, ainsi calculées, en millièmes de millimèlre 
par seconde pour Lo=8o*^"^. Elles vérifient assez approximativement la loi 

V 

|j^ = const. 

P.. 100». 200». 400». 700». 1200». 1700». 2200». 

Vq 2 9 33 89 25o 5i4 ii3o 

Y 

—^ 200 225 208 182 173 179 233 Moyenne 200 

Différence avecla moyenne. o -t-aS -t-8 —18 — 27 — 21 -f-33 

16. Désagrégation. — J'ai admis que l'on peut poser 

V=:*(A)9(PA). 

Voici les expériences qui sont d'accord avec cette hypothèse. Elles prouvent que 
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rhjpolhèse convient, au moins en gros et en négligeant des phénomènes acces- 



soires. 



I" On allonge jns(|irà A| différents fils sous différentes charges, soit plus 
grandes, soit phis petites que 700^. Quand la longueur est A|, on impose à tous 
les fils Po=ri'joo'^. On observe les vitesses sous P©. Voici, pour A| = i,i5, les 
vitesses au début de la mise en charge sous P© (unités arbitraires) : 

Charges préalables. 100^ 200'. 300». 700». 800». 1200». 1700». 

Vitesses 5oo 5 10 53o 5o5 490 53o 5 10 Moyenne : 5i i 

Différence avec la moyenne... — 11 — i -hiQ — 6 —21 4-19 — i 

Les nombres du Tableau différent peu et non systématiquement de la moyenne 
qui est très approximativement la vitesse sous Po constant dès le début (charge 
préalable 700^). La vitesse sous Vq a, pour un A déterminé, la même valeur quelle 
que soit la charge préalablement imposée. La désagrégation est donc la même 
pour tous les fils. Donc, elle est fonction de A seulement, et non pas de la charge 
subie. D'ailleurs, à partir de A|, toutes les courbes V = /(A) sous charge Pq 
sont ou confondues ou parallèles et très voisines, indépendantes par conséquent 
des charges et des vitesses avec lesquelles on a amené le fil à la longueur A|. 

•2" Sur des fils différents, on observe les vitesses sous Po= 700^ après allonge- 
ment sous P'=i2ooS jusqu'à des A variables d'un fil à l'autre. Aux erreurs 
d'expérience près dues à la non-identité absolue des fils, les portions de courbe 
obtenues pour la vitesse sous Po, se confondent toutes avec celle décrite sous P© 
à partir du début. 

3" Les résultats du 1" et du 2" ne changent pas si rallongement préalable est 
effectué, non plus à charge constante, mais à vitesse constante. 

17. Influence de la vitesse antérieure. — D'après les résultats du numéro 
précédent, il semble que la vitesse d'allongement sous Pq ne dépende que du A 
actuel. Le phénomène est plus compliqué. 

Après avoir décrit la portion de courbe AB {fig* 9) sous Po=5oo^, d'où 
résulte une vitesse V^ 12 environ (en dixièmes de millimètre par minute pour 
Lo= 80*^'"), passons brusquement à la vitesse V [imposée au moyen de l'appareil 
( f^S' l)\ Nous décrivons entre les longueurs i,025 et i,o5o une horizontale qui 
se trouverait très haut dans la figure. A A = i,o5o, réimposons la charge Pq. La 
courbe se compose d'une portion descendante très brusque à peu près verticale 
qui se raccorde à la portion représentée CD'D. Recommençons Texpérience avec 
V'=900 entre les longueurs 1,088 et 1,126, puis avec V'=iaoo entre les lon- 
gueurs 1,170 et 1,200. Nous obtenons les portions de courbe EF'F et GH'H qui, 

Fac. de T., a- S., VU. 44 
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comme CD'D, se raccordent à une courbe unique ABH, courbe qui serait la 
courbe des vitesses sous Pq maintenue constante à partir du début. 

On ne pouvait espérer obtenir, au lieu de CD'D, EF'F, GH'H, les parcours 
CC|D, EE|F, GG|H, avec points anguleux en C|, E|, G|. Ce que prouve Pexpé- 
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riencc, c'est la lenteur relative avec laquelle on revient à la courbe continue ABH. 
Compte à partir de la longueur à laquelle on a réimposé P© après V, Yallonge- 
ment sous Pq nécessaire pour que les deux courbes soient confondues vaut i,25 
pour loo en D', 1,87 pour 100 en F' et 2,5o pour 100 en H'. Il croît avec la 

V 

vitesse V imposée, ou plutôt avec le rapport -rr» V étant la vitesse sous Pq. Cela 

ne veut pas dire que le temps nécessaire pour obtenir le raccordement croît 

avec -TT* Ce temps dépend en effet de la vitesse V sous P©. 

V 

Si Po est faible, soit 25^, le rapport -r^ est toujours grand, rallongement néces- 
saire peut atteindre 4 pour 100, allongement qui ne nécessite pas moins de 
10 jours. 

Si V est peu supérieur à V, le raccordement se fait très près des points Ci, 
E|, G| ; on a alors assez sensiblement les portions de courbe CC|D, EE,F et 
G G| H. C'est le cas des expériences du numéro précédent, 1** et 2^, qui peuvent 
être assimilées à celle-ci et où V, résultant d'une charge P'> Po^ est toujours 
de même ordre que V. 

Enfin, si V'<V, en particulier si V'=o, la continuité appelle un raccorde- 
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ment tel que celui représenté en KD'. C'est ce que vérifie l'expérience, pourvu 
que la mise en charge de Po s'opère sans aucun choc. 

Il n'y a pas lieu de faire intervenir Télasticité parfaite du fil. Quand la tension 
décroît brusquement, il doit en résulter un raccourcissement, d'ailleurs très petit 
(n° 7), et, par conséquent, une diminution de la vitesse d'allongement, au lieu 
d'une augmentation. 

L'expérience présente prouve que la vitesse V d'un parcours antérieur influe, 
au moins pendant quelque temps, sur la vitesse V du parcours actuel. La discon- 
tinuité de tension ne produit pas de discontinuité dans la vitesse. 

Les conclusions du numéro précédent doivent donc s'entendre, dans leur sens 
le plus général, de la vitesse d'allongement sous Po après un certain intervalle de 
temps, intervalle qui, compté à partir de chaque mise en charge de Po, dépend des 
conditions de l'expérience. 

18. Allongements à charge constante faible. — Dans le Tableau qui suit, 
j'indique en millièmes de millimètre par minute pour Lo=6o*^'" les vitesses 
moyennes d'allongement successives et l'allongement final de fils soumis à l'action 
de charges faibles. Ces vitesses sont la moyenne de deux lectures faites toutes les 
i5 minutes pour Po= 200*5, toutes les 3o minutes pour Po=ioo*', toutes les 
24 heures pour Po= So^ et toutes les 48 heures pour Po= 25'. 

Charges. 
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25». 


408 




120 


12 


i,of 
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89 
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0,89 


411 


Après 7 heures 
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0,78 


436 
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16 


0,71 


439 


Après 


18 heures 


20 


0,71 


440 




23'2 


27 


0,64 


45o 
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3i 
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4 >o 




252 


43 


0,59 


45o 




258 


62 


0,67 


483 




275 


96 


o,Go 


5i6 




•^-94 




0,72 


3i3 


Après 19 heures 




0,67 






624 




o,63 






647 




0,75 
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2,Go4 


■s:^44 


1 , IO-; 



A final après la dernière mesure. . . 1 , 175 

A de rupture 2,35o 3j9o 3,43o 
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De ce Tableau il résulle que, sauf pour Po=2oo^, la vitesse passe par un 
minimum, II n'est pas apparent pour Po= 5o8 à cause de l'unité de temps choisie 
et parce que je n'ai pas mentionné la vitesse pendant Fintervalle de temps com- 
pris entre les deux premières mesures, période où intervient le mode de mise en 
charge. Ce minimum est indiscutable. Par exemple, pour le dernier fil, le mode 
de mise en charge, sans allongement préalable, ne peut influer pendant i 5 jours. 
La température variait de i® en i5 jours; mais on ne peut lui attribuer le phéno- 
mène, car elle a été toujours croissante (mai à juillet). Il a lieu pour : 

P,. 100». 50^ 2b'. 

A I,02 I ,OJ i,o(î 

Il dépend donc et de la charge et de rallongement. 

On peut donner à ces faits deux interprétations. On peut supposer d'abord 
que, pour allonger le fil d'une manière permanente, il faut un eflort supérieur à 
une certaine limite qu'on représenterait par un frottement solide. Ce frottement 
solide nécessaire pour la représentation des phénomènes dans les métaux du type 
cuivre (vo/r H. Bouasse, Introduction à V étude des déformations permanentes) 
pourrait exister aussi dans les métaux visqueux pour des charges extrêmement 
faibles. 

Mais il j a une autre interprétation. On peut admettre un écrouissage consis- 
tant dans une augmentation de la viscosité, au moins pour les petites déforma- 
tions; d'où le minimum de vitesse. Le frottement croît avec rallongement jusqu'à 
une certaine valeur limite, à partir de laquelle tout se passe comme il a été dit 
aux numéros précédents. La désagrégation intervient et la vitesse croît jusqu'à la 
rupture. L'intérêt des charges faibles est précisément de montrer l'existence de 
cette modification ou écrouissage, et surtout sa petitesse. La valeur limite du frot- 
tement est très voisine de la valeur initiale. J'indiquerai d'autres résultats confir- 
mant les précédents. 

19. Allongements totaux sous charge constante. — Voici, avec les cliargesr# 
imposées, les A,» de rupture et la durée T de la traction qui a produit cet allon- 
gement : 

P.. 2900». 2200». 1700». 1200». 1000». 500». 200». 100». 50^. 40^. 

A,„ 1,53 1,73 1,80 1,90 iji'i 3,")3 6,17 "),9i> 3,75 i,>^ 

T 45* i5o^ 390» 17'" 33'" iGCr -Jio'' 6^ >>^ Plus de 3 im»"^ 

Ce Tableau complète celui du n" G. Le maximum apparent de A,« pour Po^^'X^' 
semble devoir être attribué à la non-identité des fils. Pour des allongenicnls aus>i 
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considérables, les défauts du (il doivent influer beaucoup sur la longueur stable 
avant la rupture. 

L'allongement énorme de 5iy pour loo sous Po=20oS est particulièrement 
remarquable. Nous donnons au numéro suivant la variation du diamètre final le 
long de ce fil. Tout ceci confirme la mollesse initiale et permanente malgré 
rallongement du fil d'eutectique. Aucun métal ne subit un allongement aussi 
considérable sous l'action d'une charge constante, quand on n'utilise pas une 
pression transversale comme avec la filière. 

20. Déformation géométrique du fil, — Ce que j'ai appelé désagrégation 
doit provenir au moins en partie d'une déformation purement géométrique. 
L'expérience prouve que le fil, en s'allongeant, ne reste pas cylindrique; il 
devient nettement conique; la striction s'opère sur toute la longueur du fil. 

La variation de diamètre est visible à l'œil nu. Le plus petit diamètre est voisin 
du point d'attache supérieur. En définitive, un fil cylindrique se transforme, en 
s'allongeant, en deux troncs de cône dont la petite base commune est à une faible 
distance du point d'attache supérieur (i^"* pour Lo=8o*^"). La rupture se fait 
naturellement dans la section de la petite base commune. Le bout inférieur repré- 
sente alors sensiblement la longueur du fil allongé. Soit L cette longueur finale 

comptée à partir du point d'attache inférieur. Voici, observés au microscope, pour 

L L 3L 

les longueurs o, t> — ? -;-) L, les diamètres, en unités arbitraires, de deux fils 
^424 

allongés jusqu'à la rupture sous les charges constantes Soo^ et 200^. 
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Charges, { \ Diamètre. 

La variation est continue de o à L. Elle est de ji pour A= 3,53 et de ^ pour 
A = 6, 1 7, ce qui est conforme au n° 13, 2" ; la désagrégation croît avec A. 

Je donne les variations pour des charges et des vitesses relativement faibles, car 
elles sont particulièrement caractérisées. Pour de plus fortes charges et des vitesses 
plus considérables, la variation est de même sens, mais moindre, puisque le A de 
rupture est plus petit. 

DÉFORMATIONS DE FLEXION. 

21. Essai dUin ressort spiral, — Nous sommes conduits à étudier les phéno- 
mènes pour de très petites déformations. 11 s'agit de savoir s'il existe un champ 
d^ élasticité parfaite ou à peu près telle, ou si la viscosité se superpose toujours 
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à l'élaslicilé parfaite, si petites que soient les déformations. Pour diminuer les 
effets de la viscosité, dont rinfluence croît avec l'effort, nous opérerons au voisi- 
nage de Teffort nul. 

Les cycles de déformation d^amplitude très petite que permet de décrire un 
spiral cylindrique (ressort à boudin) auquel on imprime une torsion autour de 
son axe, recommandent ici son emploi. Quelles que soient les objections qu'on 
peut faire à cette méthode {Cf, H. Bouasse, Ann. Fac, Se, TouL, 2*^ série, l. I, 
p. 194)) elles n'ont aucune portée dans le cas que nous étudions qI pour le but 
particulier que nous poursuivons. 

L'appareil utilisé est représenté figure 10. Il sert pour Pessai statique (torsion 
imposée) et pour Tessai d)'namique (oscillations). 

Fig. 10. 

A 

T 




On obtient facilement un spiral cylindrique en enroulant à la main, sur un 
tube de verre, le fil à étudier. Les courbes limites sont simplement des rayons. 

L'une des extrémités du spiral S est fixée verticalement, au moyen d'une couche 
de golaz, dans un tube de laiton T, qui entre à frottement dur dans un second 
tube fixé lui-même invariablement dans un bloc de plomb M. Un troisième tube, 
concentrique aux premiers et plus large, peut tourner sans frottement autour de 
Yzxe commun, entraîné par la poulie PP'. Il porte diamétralement opposés les 
lira* verticaux BB'. 

\Hn% V essai statique, on tord ou l'on détord le spiral avec une vitesse constante 
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et l'on détermine les déformations permanentes qui résultent de ces torsions et 
détorsions. On fixe à Textrémilé supérieure du spiral une paille transversale LU 
et Ton donne à la poulie PP' un mouvement de rotation uniforme. Pour que le 
spiral reste bien vertical, on le tend légèrement au moyen d*un fil de cocon F 
dirigé suivant l'axe de Tappareil. 

Pour V essai dynamique, on remplace le fil de cocon par un fil d'acier de i™ de 
long; et la paille LU par une barre transversale sur laquelle on peut disposer des 
poids. Le système oscille sous l'influence soit du fil d'acier seul (l'extrémité infé- 
rieure du spiral est libre), soit du fil d'acier et du spiral (l'extrémité inférieure est 
fixée). 

Avec le spiral, le système lancé n'effectue pas plus de trois à quatre oscilla- 
lions; l'amortissement est énorme. Il faut entretenir les oscillations. Le dispositif 
adopté consiste en un aimant prismatique horizontal fixé transversalement sur la 
tige T\ autour duquel est placée une bobine plate rectangulaire dont Taxe est per- 
pendiculaire à celui de l'aimant au repos et dans son plan. Les deux bornes de la 
bobine sont reliées aux bornes de l'un des noyaux d'un électro-aimant de Faraday 
(circuit secondaire). Le courant d'une batterie d'accumulateurs passe dans le cir- 
cuit du second noyau (circuit primaire). L'opérateur rompt ou ferme le primaire 
à chaque passage de l'oscillateur par la position d'équilibre. 11 en résulte dans le 
secondaire un courant induit instantané alternativement de sens contraires, et, 
pour l'oscillateur, à chaque passage par la position d^ équilibre, une impulsion 
dans le sens du mouvement, identique en intensité pour chaque demi-période. 

Les rotations sont évaluées par la méthode de Poggendorf au moyen d'un mi- 
roir M fixé à l'extrémité supérieure du spiral. Les spires étant aussi rapprochées 
que possible, sans se toucher, la torsion du spiral se réduit à une flexion du fil; 
la fibre centrale restant non tendue, il y a allongement de la fibre extérieure et rac- 
courcissement de la fibre intérieure. En appelant r le rayon, L la longueur du fil, 
n le nombre de spires, cet allongement a pour expression 

dL iTzr dn 

T "" L~ 
et, avec la condition 

, \ doi dL I /• , 

2 271 L 2 L 

a mesurant en radians la rotation lue sur la règle. 
Pour /•=o™'",48, L=35^"', 

I /• 

- T ^=6,85. io~*. 

2 L 

Sur la règle, à i", une déviation de o"""",i, soit rfa=io"\ donne donc un 
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allongemenl relatif de 6,85. io~*. On apprécie donc le 20 000 000 d'allongement des 
fibres exlérîeiires. La méthode est donc très sensible et permet l'élude du champ 
d'élasticité au voisinage de rallongement nul. 

Il serait facile d^augmenter la sensibilité en augmentant L. Mais, si le nombre 
des spires devient un peu grand, le poids des spires inférieures suffit à déformer 
notablement les supérieures; les premières se tassent et se touchent; la longueur 
utile du spiral diminue; Texpérience n'a plus de sens. 

Le courant d'entretien des oscillations ne peut donner que de très vagues indi- 
cations pour la mesure de Ténergie absorbée par une oscillation. Soit i le courant 
primaire; admettons que la quantité d'électricité induite dans le secondaire lui 
soit proportionnelle. L'impulsion ^ donnée au sj^stème oscillant de moment 
d'inertie OÏL donne un accroissement de vitesse angulaire Au tel que 



L'énergie du s^^stème 



reçoit un accroissement 



Pi — 0\L^j=iGi. 



m 

2 



\w = 3TL "j Av = 5 u. 



Cet accroissement est donné au passage par la position d^équilibre. Si l'on 
admet V oscillation de forme sinusoïdale 

271 . 

A étant l'amplitude, T la période du mouvement 

A r ^^ 

^sv=z 2 7rG-7jr' 

Mais, outre que nous n'avons pris aucune précaution pour rendre calculable 
Ou négligeable le frottement de l'air, l'hypothèse même que la quantité d'électri- 
cité induite est proportionnelle à l'intensité du courant inducteur suppose que 
l'aimantation du noyau de fer doux est proportionnelle au courant primaire, ce 
qui est certainement erroné. Aussi, nous ne donnerons pas les valeurs du courant 
d'entretien. Nous verrons plus loin (n"' 41 et suiv.), pour la torsion d'un fil, par 
une méthode plus précise et reposant sur une oscillation Ae forme rigoureuse- 
ment sinusoïdale, à!amplitude et de période rigoureusement constantes, 
quelle est l'énergie absorbée. 

22. Méthode dynamique. Oscillations d^un spiral. Moments d^ inertie 
variables. — Je détermine les durées d'oscillation ï' et T du système de. moment 
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d'inertie OÏL, sans le spiral, c'esl-à-dire sous l'action du fil d'acier seul (on rend 
libre rextrémité inférieure du spiral), et avec le spiral. 

Dans le premier cas, je peux poser très approximativement 






où Q est le couple par unité d'angle de torsion du fil d'acier. Il y a alors propor- 
tionnalité enlre le couple et la torsion, T' est indépendant de l'amplitude. 
Dans le second cas, je pose arbitrairement 



I OIL 



Je me propose de déterminer la valeur expérimentale de C en fonction de l'am- 
plitude A et de la durée T. On fait varier T en modifiant ;)1L ; on fait varier A en 
modifiant le courant d'entretien. 

Voici Texpérience réalisée à amplitude constante égale à o**,3^ correspondant 
pour Lo=o™,35 à un allongement et un raccourcissement maximum de 9 mil- 
lionièmes. A cause des incertitudes qu'entraîne la déformation du spiral, soit par 
l'action de la pesanteur seule, soit par de multiples changements de moments 
d'inertie, j'ai utilisé deux Oît seulement : 01V| = 65oo C.G.S. et ;)R'2 = 5i,8 ^<. 
J'ai croisé les expériences, effectuant successivement et alternativement sous orL< 
et sous 0ÎL2 aS oscillations (avec le spiral). T' est déterminé par une ex|)érience 
unique portant sur 5o oscillations. 

Voici, dans Tordre où elles ont été obtenues, les durées T' et T en secondes. 

On a 

C "~ T* '* 

j Moyenne C 

r. ' des T. W 

Sous M,... 11,83 3,53 3,48 3,5o 3,45 3,4^ 3,48 3,49 9,96 

Sous Mj... 8j,*;i5 '^O/^j » 28, jo ^.8,30 '>î8,-;i9 28,7.8 28, 5^ 7,94 

La première conclusion à tirer de ces nombres est que Ton ne peut admettre 
pour l'eutectique l'existence d'un couple proportionnel à la torsion et indépendant 
de la période. Ce résultai ne prouve en aucune manière l'existence ou la non- 
existence d'un module de traction ; il montre seulement qu'aux phénomènes d'élas- 
ticité parfaite, sHl en existe, se superposent d'autres phénomènes qui en modifient 
l'allure. Quand le moment d'inertie OÏL varie de 1 à 62, la période ï de la déformation 
Fac, de T., 2 S., VII. 45 
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du spiral de 3,49 ^ ^8,52, c'est-à-dire la vitesse moyenne de déformation mesurée 

par (0 = -=- de 8 à I, le rapport r^ passe de 9,96 à 7,94? soit une variation de 

plus de 3. Cependant la déformation est de Tordre de 700^00? exactement 9 mil- 
lionièmes. 

L'oscillateur est soumis à un couple qui, pour un même azimut, dépend de la 
période et croît quand la période diminue. Si l'expérience permettait de figurer 
les courbes représentant les couples (ordonnées) en fonction de Fazimut (abscisses), 
on obtiendrait des cycles dont le diamètre des cordés verticales (couple moven 
pour le même azimut) se redresserait à mesure que la période décroît (voir n® 42). 

Les résultats du n" 6 sont analogues et de même ordre. Nous avons trouvé que, 
la vitesse de déformation passant de i4o à 18, soit de 8 à i environ, la tension 
supportée par le fil s'abaisse de S^oo à 3 100, variation voisine de ^. Donc, les 
courbes de tractiou à vitesse constante pour un même (il, variable d'un fil 
à l'autre, sont distinctes dès les plus faibles allongements. 

Les T décroissent légèrement avec le numéro d'ordre de la série à laquelle ils 
correspondent. DK, et C étant invariables, il y a donc croissance de C avec le 
numéro d'ordre de l'oscillation. Le seul fait de répéter un certain nombre de fois 
une oscillation d'amplitude constante redresse le diamètre des cordes verticales. 
Il y a écrouissage en ce sens que les oscillations antérieures constituent le fil dans 
un état plus résistant pour la déformation actuelle. Comparer au n® 18, où, à ten- 
sion constante, l'écrouissagc se traduit par une diminution de la vitesse d'allon- 
gement. Si la vitesse est constante, la tension doit croître; a fortiori Azns le cas 
actuel où elle est croissante avec le numéro d'ordre de l'oscillation. 

23. Oscillations à période constante et amplitude variable. — Le moment 
d'inertie reste le même pendant toute la durée de l'expérience. La période devrait 
être identique si la quantité C ne dépendait pas de l'amplitude. En fait, elle varie. 
Voici, pour les amplitudes A exprimées en millionièmes d'allongement, les pé- 
riodes T en secondes : 

A. 4,9. 9,4. 16,5. 21,5. 26,8. 38,0. 

T 6,64 6,82 6,85 6,89 6,94 6,99 

T croît avec A. Comme une augmentation de T correspond à une diminution 
de C, l'inclinaison moyenne du diamètre des cordes verticales de la courbe 
couples-torsions diminue à mesure que l'amplitude augmente. C'est la confir- 
mation du n" o, que la courbure de la courbe de traction a une valeur non nulle 
dès les plus faibles charges, et que celle-ci s^abaisse vers l'axe des A à partir du 
début. 



SUR LES DÉFORMATIONS DE l'aLLIAGE EUTECTIQUE PLOMB-ÉTAIN, ETC. 347 

24. Méthode statique, — La méthode statique confirme les résultats précé- 
dents. 

Les déformations dues à Vétasticité parfaite ne présentent pas d'hystérésis. 
Si, ati contraire, l'élasticité n'est pas parfaite, une torsion suivie de détorsion 
(vitesse constante) se traduit par une courbe OGHL (y?^. n, II). On peut 

Fig. II. 




mesurer la déformation imposée OK = A et la déformation OL qui subsiste un 

certain temps après le retour au couple nul. Il revient au même de considérer LR. 
On peut, à l'extrémité du parcours, opérer un arrêt plus ou moins long en main- 
tenant constant l'azimut D (I). Le couple décroît suivant BC On peut enfin 
étudier la manière suivant laquelle l'azimut varie au couple nul suivant HL ou EF. 

La méthode est sensible. La lecture des allongements (torsions du spiral) se 
faisant d'après la méthode de Poggendorf, on peut en considérer de très petits. 
Seule, la détermination des points E ou H présente quelque incertitude à cause 
de la difficulté d'apprécier l'instant où la paille quitte les butoirs. On évalue tou- 
jours par excès les valeurs données ci-après de KH ou ED = A'. 

1® Spiral unique, — On tord et l'on détord avec une vitesse constante. L'arrêt 

est nul à l'extrémité des cycles. D'un cycle à l'autre, on fait croître A = OK. 

A' . 

On a toujours -r- "^ *' ^^ ^^^^ porte en ordonnées les A', en abscisses les A, la 

courbe obtenue est représentée (Jig'' la). La bissectrice des axes OE correspon- 
drait à l'élasticité parfaite. La courbe réelle OB pour l'euleclique est toujours 
au-dessous. 

« 

2® Pour un même A imposé, quand on répète un certain nombre de fois l'expé- 
rience sur un même spiral, toujours dans le même sens, les A' croissent avec le 
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numéro crordre du parcours jusqu^à une limite qui reste inférieure h A. On 
obtient, par exemple, pour A' les nombres successifs suivants (unités arbitraires) 
A = looo en les mêmes unités 

4*20 49'^ 453 490 ^^^ ^^5 540 "iSf) 54'2 588 600 608 614 61 3 

3° Sur un même spiral, on impose le même allongement A = 1000 (34 millio- 
nièmes) avec les vitesses 1, 2, 4 (0,7, i,4 et 2,8 millionièmes par seconde) sncces- 



Fig. 12. 
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sivcment et alternativement. On obtient pour les parcours successifs les valeurs 
suivantes de A', limites des valeurs obtenues dans 8 expériences ainsi croisées sur 
un fil unique : 



Vitesses. 



A' 



1. 



411 



484 



533 



Il s^agit de la vitesse à la torsion, la vitesse à la détorsion étant la même pour 
les trois séries. Les résultats précédents sont exagérés si Ton prend la vitesse de 
détorsion égale à la vitesse de torsion. Ces résultats étaient à prévoir d'après la 
figure 1 1, II. 



2o. Méthode statique. Influence d'un arrêt Xd à la torsion maxima. — 
La méthode statique permet un arrêt S plus ou moins prolongé à rextrémilé du 
parcours. Le couple diminue suivant BC {fig- 11, I) pendant Tarrêt, et les 

A'=ED de retour au couple nul se trouvent nécessairement diminués. 

Voici le Tableau d'expériences eflectuées avec les arrêts G, séparées par une 
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expérience à arrêt nul : 



Arrêts ^ (minutes). 



A = 1000 (34 millionièmes). 



0,5. 



1. 



2. 



4. 



8. 



28. 



A' pour l'arrêt G 3i2 260 196 i5o ii5 67 

A' pour Tarrét nul. . . . 44o 4^'^ 46o 467 622 5i5 » 49^ ^^^ 

Les A' décroissent très rapidement quand l'arrêt croît. A mesure que C se dé- 
place en C sur une verticale, E se déplace en E' sur l'axe des torsions, vers 
le point D {^fig. \\^\\ L'expérience est probante puisque les A' pour l'arrêt nul 
sont, au contraire, croissants pour la raison donnée au numéro précédent. 



26. Réactivité d^un spiral. — Il s'agit des délorsions spontanées au couple 
nul suivant HL {fig^ 11, II). On tord le spiral d'un nombre de millionièmes 
déterminé avec une vitesse déterminée. On détord avec la même vitesse. On 

observe, à Tinstant où la paille quitte les butoirs, l'azimut du couple nul OH; 
puis, à partir de cette origine, les azimut$ successifs en fonction du temps. Pour 
les époques des observations j'ai choisi celles indiquées par M. Bonasse {Ann, 
Fac. Se. Tout., 2* série, t. II, p. 458), c'est-à-dire celles qui délimitent des 
intervalles de temps formant une progression géométrique de raison 2, soit les 
époques o, o,5, i, 2, 4? B, 16, ...minutes. 

La loi générale de la réactivité {ibid.) consiste en ce que les détorsions spon- 
tanées \p pendant ces intervalles successifs sont sensiblement égales, en tout 
cas, toujours du même ordre de grandeur. 

Voici, pour deux spiraux (Lo=o",35) aussi identiques que possible, les A/> 
successifs, pour une torsion imposée A = 1000 environ (34 millionièmes) : 

Epoques 
des observations. Ip. Spiral 1. Spiral II. Moyennes. 

A 1008 I0o3 ioo5 

A' SaS 35 I 337 

l Vi '44 17" 1^7, 5 

' ^Pi 35 39 37,0 

A/?3 36 34 35,0 

^ A/?4 3o 33 3i,5 

^ A/?5 28 33 3o,5 ^ 

A/?6 >. I 40 3o , 5 

A/?7 10 52 3 1 , o 

^] V« o 87 43,5 

64 

Il y a, pour un spiral cylindrique, deux sens de torsion possibles. L'un tend à 
augmenter le nombre des spires, l'autre à le diminuer. 
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Les spiraux I et II ont élé essayés chacun avec une torsion de sens difTérent. 
Le Tableau montre que la loi de succession des A/? dépend de ce sens. Si la torsion 
imposée tend à augmenter le nombre de spires (spiral I), les réactivités Ip sont 
d'abord décroissantes jusqu'à zéro, puis négatives pour des intervalles de temps 
assez grands. Si la torsion initiale tend à diminuer le nombre de spires {spiral II), 
les réactivités sont toujours de même sens et indéfiniment croissantes. Les valeurs 
moyennes des deux réactivités correspondant aux mêmes intervalles de temps, 
pour les deux sens, obéissent sensiblement à la loi énoncée par M. jouasse. 

La dissymétrie constatée s'explique par Faction de la pesanteur sur les spires. 
Quand le spiral a son extrémité inférieure libre, la pesanteur tend à l'allonger sui- 
vant son axe, en même temps qu'il se produit une torsion autour de cet axe et 
une variation du nombre de spires. Avec l'appareil employé, l'extrémité inférieure 
étant fixe, l'allongement est remplacé par un tassement des spires inférieures; le 
mouvement autour de l'axe n'est pas gêné; il se produit du chef de ce tassement 
une rotation du miroir qui s'ajoute à celle due à la déformation imposée ou s'en 
retranche. 

D'après le Tableau, c'est dans le cas d'une torsion préliminaire du spiral cor- 
respondant à une augmentation du nombre de spires que les détorsions spontanées 
décroissent et sont finalement remplacées par une retorsion. Ce résultat est 
conforme à cet autre qu'un spiral cylindrique d'eutectique 5e tord d'abord sous 
l'action de poids appliqués à son extrémité inférieure. Ainsi, un spiral de 20 spires 

f 

(Lo=o™,7o), soit deux fois plus long que ceux ici étudiés, tendu verticalement 
par une charge faible (une trentaine de grammes) se tord en i5 minutes de 4 tours 
et demi environ; le nombre de spires passe de 20 à 24)5. Naturellement, les 
hélices se déforment et le diamètre du cylindre générateur diminue. Cette torsion 
atteinte, il y a arrêt, puis détorsion jusqu'à la rupture du fil rectifié; cette der- 
nière détorsion est d'ai||eurs très lente; la rupture arrive avant que le nombre de 
spires soit redevenu le nombre primitif. C'est la première phase du phénomène 
qui intervient dans l'étude de la réactivité. 



DÉFORMATIONS PAR TORSION. 

27. Essai de torsion. Appareil. — Généralement, dans les expériences de 
traction, j'ai imposé la charge et mesuré l'allongement. La charge était la variable 
indépendante {Cf. Bouasse, Introduction à r étude des déformations perma- 
nentes). Pour la torsion, il est difficile de conserver la variable mécanique 
(couple) comme variable indépendante. Je prendrai comme telle la variable 
géométrique (torsion, azimut). 

On tord par une de ses extrémités, avec une vitesse angulaire déterminée el 
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constante, un fil d'euteclîque dont l'autre exti-émilé à peu près fixe imprime à liii 
dynamomètre une déformation mesurant à chaque instant le couple de torsion. 

L'appareil utilisé est celui décrit par M. fiouasse (Ann. Fac. Se. Toul., 
3* série, t. Il, 1900, p. 4^5), sauf les iuodifîcations suivantes. Le fil d'entectitjùe 
de o"'",g6 de diamètre s'allonge d'une façon permanente sous des charges faibles. 
L'essai de torsion devant être efl'ectué à longueur constante Lo, il faut imposer au 
(il une charge juste suffisante (iour le lendce. La figure i3 montre le dis|>osilîf 

Flg- >3. 




employé. Au mojen d'une piiice (non réprésentée), le fil eh expérience CD est 
fixé dans l'axe du tube TT'. Ce luhc passe, à l'autre extréinîté, à travers itn bou- 
chon fermant hermétiquement un ballon de verre U qui plonge dans un seau S 
plein d'eau. Le ballon V est lestù avec du mercure, de fai^^on que, le niveau de 
l'eau étant en N, le fil CD subisse une tension de quelques grammes, lo^ environ. 
On peut faire varier le niveau au mu^en d'un seau auxiliaire S' : là tension Ëroît 
qaaod le niveau baisse et inversement; mais, le tube TT' ajarit un diamètre 
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de retorsion après cel arrêt. Transportée parallèlement à elle-même vers la gauche 
de la quantité OA', elle vient en OC, légèrement au-dessus de OA. Il n'y a aucune 
correction à faire, la longueur et le rayon restant identiques pour les deux courbes. 
La position respective de OA et OC indique que le fil a été légèrement modifié 
parle premier parcours OA. Toutefois, il faut tenir compte du couple rémanent 
A'B existant au début delà branche BC. Il produit une avance du couple sur l'azi- 
mut qui peut expliquer en partie la position respective de OA et de OC Nous 
admettrons que la modification, ou écrouissage^ si elle existe, est très faible. 

30. Courbe de première détorsion, — Lo=i*", vitesse de torsion i tour en 



Fig. i5. 



Couples en gr. cm 




8i secondes, soit à la torsion, soit à la détorsion. — On tord trois fils différents 
d'un angle ao variable d'un fil à Tautre. Soient AA', AA'', AA''" {fig^^ i5) ces 
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angles; on obtient les courbes de première torsion 1, II et III. Elles devraient être 
confondues si les fils étaient identiques. 

A partir de Taziinut ao, sans arrêt, on change brusquement le sens de rotation ; 
on obtient les branches BB4, CC|, DD|. Elles sont très peu inclinées dans les 
intervalles BA|, CAo, DA3; le couple produit par une torsion ao est annulé par 
une détorsion égale à une très petite fraction de ao. Nous pouvons dès maintenant 
prévoir que les pertes de couple à azimut constant seront très rapides. 

La courbe de détorsion, à partir du changement de vitesse, n^est pas une ver- 
ticale; elle n'est pas même une droite. Voici, pour le même fil III, les pertes de 
couple, en unités arbitraires, de 10 en 10 secondes, à partir de Tinstant où a été 
opéré le changement du sens de rotation, 

•2770 375 190 120 

Le couple a changé de signe après les 10 premières secondes. 

On a tracé vers le bas, en traits discontinus, en A'B', A"C', A'"D', les courbes 
de première torsion en prenant comme origine Tabscisse ao* Elles diffèrent assez 
peu de la courbe expérimentale de détorsion. Autrement dit, pour revenir de la 
torsion ao à la torsion nulle, le couple à exercer, de signe contraire, passe à peu 
près par les valeurs qui correspondent à la torsion première. Les courbes A|B| 
et A'B', AaCf et A'^C, AsDi et A'"D' tendent asjmptotiquement et respective- 
ment Tune vers l'autre. La différence, pour la torsion nulle, est d'autant plus 
petite que la torsion ag est plus grande, comme le montre nettement, en particu- 
lier, la courbe III. 

Il est difficile de déterminer avec précision le couple limite de détorsion. Il est 
sensiblement égal, en valeur absolue, au couple de torsion. C'est ce qu'on vérifie 
sur la courbe I. Pour II et III, le couple limite de torsion n'étant pas atteint, la 
comparaison est impossible. En définitive, on peut encore admettre comme ré- 
sultat de cette autre expérience que l'écrouissage par torsion est, sinon nul, du 
moins faible. 

31. Cycles de torsion à vitesse constante. — Lo=i™, vitesse de torsion 
1 tour en 81 secondes. — La figure 16 représente, numérotés dans l'ordre où ils 
ont été décrits, trois cycles de torsion de 7,4 tours d'amplitude. Les deux pre- 
miers (I et II) sont effectués sans arrêt aux extrémités; le troisième (III) après 
arrêt de 54 minutes à la torsion maxima. La perte de couple pendant ces 54 mi- 
nutes est représentée par AB. Elle est de 92 pour 100. 

Les cycles sont presque fermés dès le premier; ils ont un centre à V origine» 
Ce résultat ne prouve pas que l'eutectique est un métal à accommodation \ il 
s'agit ici, en effet, de déformations égales et de signes contraires, les couples sont 
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à cheval sur le couple nul. Il ressort seulement de l'expérience que le parcours 
lor>îon, délorsion, rétorsion s'effectue sans modification notable de la matière du 
fil. En faîl, il en existe une légère. Les cycles se dilatent dans le sens des ordon- 
nées (couples). A un même azimut correspond un couple d'autant plus grand que 
le numéro d'ordre du cycle est lui-même plus grand. La torsion, même alterna- 
tivement changée de signe, d'un fil d'eutectique produit un léger écrouissage qui 
se traduit par une augmentation avec le numéro d^ ordre du parcours de 
reffort nécessaire pour le tordre dun angle donné. 

Le cycle III est effectué (toujours sur le même fil) après un arrêt de 54 mi- 
nutes à l'aximut OC. Le couple BC au début de la détorsion vaut 0,08 AC. La 



Fig. 16. 
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branche CA' est décrite sensiblement à partir du couple nul atteint à azimut con- 
stant: elle diffère de la courbe II plus que celle-ci ne diffère de I. Sur la figure i5, 
les courbes A«B« et A'B' tendent à se confondre. Ici, Técartement plus grand se 
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mainlienl en A', mais non pas sur la branche de retour A' A". L'arrêt sous couple 
paraît donc avoir une influence sur les courbes décrites immédiatement après; 
mais la modifîcation obtenue disparaît sous Tinfluence de parcours subséquents 
étendus. 



32, Influence de la vitesse de torsion. — Le disque DD' {fig* i3), qui sert à 
tordre le fil, peut èlre entraîné par friction par deux molettes diamétralement 
opposées. La corde qui transmet le mouvement les fait tourner toutes deux. Un 
levier permet d'appliquer Tune des deux contre le disque et d'écarter la seconde 
instantanément. Les deux molettes, de même diamètre, tournent avec des vitesses 
angulaires différentes. On peul, de plus, en désembrajanl, arrêter le mouvement 
général. On peut donc, brusquement et sans arrêt, le long d'une courbe de tor- 
sion à vitesse V<, substituer soit V2>V|, soit Vn= o. C'est, pour la torsion, la 
technique employée au n® 17 pour la traction. 

La figure 17 donne la courbe pour V| = 1 tour en i5o secondes, remplacée 
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alternativement par V2= i tour en i3 secondes et Vo= o. On n'a pas représenté 
les parcours sous V2. 

Les portions de courbe sous V« décrites soit après Vo = o, soit après V2> V|, 
tendent à se placer sur une courbe unique BD, à la seule condition que les seg- 
ments considérés aient un développement suffisant; autrement dit, à condition 
qu'on ne passe d'une vitesse à une autre que lorsque le couple garde une valeur à 
peu près invariable, aussi bien suivant FBC que suivant EG. 

La figure montre que les portions décrites après V2 arrivent très rapidement à 
partir du changement de vitesse à se confondre avec OAD. La perte de couple 
étant extrêmement rapide le long de FB, il faut un temps et par conséquent une 
torsion, relativement petits, pour atteindre la valeur correspondante de la 
courbe OAD. Au contraire, quand on part de Vo= o sur la branche EG, le couple 
doit repasser à peu près par les mêmes valeurs successives que sur la branche de 
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première torsion OA. Les branches ainsi décrites successivement, EG, HK, LD, 
ne se raccordent à la courbe OAD qu'après un parcours assez étendu. 

Conformément au n** 29, ces mêmes branches EG, HK, LD, transportées à une 
origine commune, se disposent Tune au-dessus de l'autre dans Tordre où elles ont 
été décrites : EG au-dessus de OA, HK au-dessus de EG, etc., l'écart diminuant 
rapidement des deux premières aux deux dernières. 

La courbe BCGKD est très sensiblement sur le prolongement de la branche OA 
de première torsion. Nous pouvons admettre que OAD représente l^i courbe de 
première torsion ininterrompue sous V|. Les segments correspondant à la torsion 
sous V3 (non représentés dans la fîgure, de même forme que EG, HK, LD) donnent 
une seconde courbe analogue et à peu près parallèle à ABD, qui est la prolonga- 
tion de la courbe de première torsion sous V^, pourvu que, pour chaque segment, 
la torsion soit poussée assez loin. L'expérience montre d'ailleurs qu'il faut la 
pousser d'autant plus que V^ est plus grand. 

Le graphique complet se compose donc de deux courbes telles que OAD dont 
le rapport des ordonnées, à peu près constant, représente le rapport des couples 
limites réalisés avec les vitesses Va et V|, sur un fil unique. On peut, au sys- 
tème V2, V|, en substituer un second V^, V'^, puis un troisième V^, V* , et étudier 
ainsi, sur un fil unique^ la variation des couples limites en fonction de la vitesse 
de torsion. 



33. Couples limites en fonction de la vitesse de déformation. — On prend 

V 

- = 33,9; on utilise les deux molettes et la plus grande des deux gorges de la 

Vf 

poulie montée sur l'axe de chacune d'elles. Sur le même fil y en tordant toujours 

dans le même sens, on continue l'expérience avec deux autres vitesses 

v; et v;, v;:v;=:3o,3 

(on utilise la petite gorge des poulies); puis avec deux autres vitesses 

v; et V,, v;:v;-3o,3 

\y\\ augmente la vitesse de la corde d'entraînement par des engrenages conve- 
uatbii). 

kVur la raison indiquée au numéro précédent, la première série se compose de 
iMi'nijvMK» alternées de 4 tours, la deuxième série (V^ et V',) de torsions de 7 tours, 
lu Uvi!*ièmc série (V!^ et V", ) de torsions de 12 tours. 

\)\\i%!^ une même série, le changement de vitesse se fait brusquement et sans 
.141»^) wvttimc au numéro précédent. Un arrêt de 2 minutes marque le passage 
(l'uu«: <^i'iv à la suivante. 
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Voicî d'abord, pour les valeurs de ValVi, les valeurs successives de CalCi, 
C2 et C| étant les couples limites pour les vitesses de même indice : 



V,:Vi=33,9 

Vj= I tour en 10 secondes 

Ct : Cl = 6,04 

Torsion en tours 

réalisée sous ces vitesses : o~3a 



V; : V; = 3o,3 

V'j = I tour en 5% 38 

5,57 

3a-88 



v; : Vî = 3o,3 
V", = I tour en 9.", 63 

5,49 
88-160 



Pour le même rapport des vitesses, 3o,3, le rapport C2 ! C| diminue quand la 
vitesse croît. Cela veut dire que le couple limite croît moins vite que la vitesse. 

Exprimons les vitesses de déformation en millionièmes par seconde, afin de 
comparer les résultats actuels et ceux relatifs soit aux tensions maxima pour les 
allongements à vitesse constante, n° 6, soit aux vitesses initiales d'allongement 
sous charge constante, n** 15. Le premier cas est, mutatis mutandis, identique à 
celui que nous étudions; le deuxième n'en diffère que par la technique, puisqu'il 
s'agit de vitesses de déformation correspondant à un effort donné. 

Voici le Tableau comparatif des trois séries d'expériences. Les vitesses sont 
toutes exprimées en millionièmes-seconde. 

(Vitesses 8,90 18,60 37,71 3oi,6o 56o,oo 1147,00 
Couples en grammes 

* millim 28 47 68 171 268 872 

' [Vitesses 2,5o 11, a5 4ij25 m, 25 3i2,5o 642, 5o i4i2,5o 

Charge imposée < Tension en grammes 

( par millim. carré. 189 278 554 972 1666 236i 2916 

*raction < 

[Vitesses 90000 180000 200000 35oooo 700000 1400000 

Vitesse imposée ( Tension en grammes 

( par millim. carré. 43o5 43o5 4444 4864 5ooo 5i39 



Ce Tableau montre que, pour l'eutectique, quelle que soit la déformation, 
traction ou torsion, quelle que soit la technique adoptée, déformation imposée ou 
effort imposé, la variable mécanique effort dépend énormément de la vitesse de 
déformation. L'effort croît avec la vitesse, mais moins rapidement qu'elle. 

Les nombres qui correspondent pour la traction et pour la torsion à la même 
déformation sont du même ordre de grandeur; il n'y a aucune raison pour qu'il 
existe une relation numérique entre les efforts d'allongement et de torsion corres- 
pondant à la même vitesse. L'expression de la torsion en millionièmes consiste à 
rapporter les torsions au cylindre élémentaire extérieur; tous les autres cylindres 
constituant le fil sont moins tendus que celui-ci; on peut donc prévoir que les 
nombres absolus, tout en étant du même ordre de grandeur, seront,. pour une 
vitesse donnée, plus petits pour la torsion que pour la traction. 



36o Z. CARRIÈRE. 

34. Réactivité de torsion. — La technique est la même que celle des 
n®" 24 et 26. Toutefois, comme il s'a^^it d'un fil rectiligne, de forme géomé- 
trique invariable, il n'est plus nécessaire de se limiter aux petites déformations. 
Un couple très petit produisant >ime torsion permanente appréciable, il esl impos- 
sible que le fil ne soit pas déformé pendant la mise en expérience, Efleclive- 
menl, laissé au repos après la mise en place, son extrémité libre change d^azimul. 
Nous imposerons donc des torsions de Tordre de i lour-métre. Les réactivités 
étant du même ordre, la mélhode de PoggendorfT est inapplicable. 

Le fil vertical de longueur 2L0 (i"^,23 en général) est pris dans une pince à son 
extrémité supérieure; l'extrémité inférieure est soudée à la cire golaz à une lige 
en forme de T renversé, sur les branches horizontales de laquelle s'appuie un 
levier fourchu, tournant autour d'un axe horizontal. On peut, en chargeant le 
levier, tendre convenablement le fil (la tension était de lo^en général). Au milieu 
du fil esl collée une paille horizontale par le moyen de laquelle on tord en sens 
inverse les deux moitiés du fil (l'appareil de torsion est représenté figure 10). On 
opère donc environ sur 61*", 5 de fil; une torsion de i tour vaut 4904 millionièmes. 

La lecture des torsions se fait au moyen d'un disque de i38*^™,8 de pourtour 
posé sur la poulie PP' {fig» 10). Un degré vaut o*^",38; on apprécie le demi- 
millimètre, soit le Y de degré. La lecture des détorsions spontanées se fait avec un 
petit viseur porté par le disque, avec lequel on vise une des extrémités de la 
paille LL'. En déplaçant à la main PP', on peut amener, au moment de la lecture, 
le viseur sur le repère. Un index fixe, devant lequel passent les divisions du disque, 
indique la rotation. Le schéma de l'expérience est représenté figure 1 1. 

Voici, pour Lo=6i*'",5, les torsions ao imposées^ les détorsions a' jusqu'au 
moment où la paille quitte les butoirs et les réactivités A/; {voir n^ 26) de deux 
fils. A/>| est la détorsion spontanée pendant l'intervalle o^-3o% A/>2 pendant l'in- 
tervalle 3o*-i"*, A/>3 pendant Tintervalle i"-a"*, etc.; les intervalles croissent en 
progression géométrique, l'origine du temps étant l'instant où la paille quitte les 
butoirs. Les ao, a' et A/> sont donnés en unités arbitraires dont 1 tour vaut i3 880. 

«•• a'- Vr ^P2' ^Ps' ^Pa' ^Pi' ^Pf Vv V»- ^Pr ^Pi9' ^Pii' ^Ptr ' 

Fil I III o4o 1075 4i5 260 33o 34o 34o 36o 36o 362 363 374 3-4 3;5 /a 

Fil II 16 193 1760 329 177 176 160 143 118 110 



II 



La vitesse de torsion est moindre pour le premier fil que pour le second. C'est 
pourquoi, bien que ao soit plus grand pour le fil 1 (8 tours) que pour le 
fil II (1, 16 tour), 7! est, au contraire, plus grand pour le fil II. Nous reviendrons 
là-dessus au numéro suivant. 

La loi générale de la réactivité (n" 26) est vérifiée. Les A/> sont du même ordre. 
Us croissent avec ao, mais moins vite que lui. 
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L'expérience sur le fil I qui correspond à une torsion énorme dure 1024 mi- 
nutes, 17 heures environ. Après ce temps, a'-|- S A/? est une petite fraction de ao. 
Mais, pour le fil II et une durée de l'expérience peu supérieure à 2 heures, 

a' 4- 2 A/? = 2973 = j(Xo environ ; 

ao est aussi beaucoup moins grand. 

Une déformation pas trop grande qui semble d'abord permanente /^e^^ donc se 
réduire à une fraction petite de sa valeur en un temps suffisant. 



35. Influence de la vitesse de torsion. — Chaque essai est fait sur fil neuf. 
La torsion est de 5 tours (24020 millionièmes ou 69400 unités arbitraires). 
La vitesse est la même pour un même fil à la torsion et à la détorsion. Elle varie 
d'un fil à l'autre. On donne, en unités arbitraires, les A/> à partir de A/>2* Les 
nombres de la première ligne expriment, en secondes, la durée d'un tour de 
torsion; ceux de la deuxième représentent la vitesse de torsion : 

Durées T' 9 

1 
Tpî iiio 

a' 3670 

A/>, ;joo 

A/>3 1 60 

A/?* 145 

A/?» 145 

A/>6 80 

A/?7 75 

/? = 2 A/> 905 ii3o i65o 1660 1750 i565 

i'-\-p 6575 J960 4480 41^ 3i6o 2630 

1° Les a' croissent en fonction de la vitesse, d'abord proportionnellement, puis 
de moins en moins vite, à mesure que la vitesse devient grande. On se rend 
immédiatement compte de la nature de ces résultats, grâce à la figure 11, II, va- 
lable pour le cas de la torsion d'un fil. A mesure que la vitesse croît, V'> V, la 
courbe OGH se relève, le point H se déplace vers la gauche en H'. Nous savons 
d'ailleurs que le couple KG croît moins rapidement que la vitesse. 

2^ La loi de détorsion spontanée dépend de la vitesse de torsion 7^7* Soit U la 
vitesse de détorsion spontanée. La vitesse initiale Uo croit beaucoup avec la vitesse 
de torsion ^* Pour un même fil, les vitesses successives sont d^autant plus rapide- 
ment décroissantes que la vitesse de torsion ^ est plus grande. Quand la vitesse 
Fac. de T,, a« S., VU 4? 
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de torsion décroît, on ohlient les courbes de la figure 18 dans l'ordre 
indiqué. 

Il en résulte qu'il y a un A/> = / U rf/ pris entre les limites convenables, 
maximum; et que l'indice de ce A/> croit quand la vitesse de torsion ^ décroît. 

3® La variation de SA/?= / l] dt en fonction de T' dépend entièrement du 

nombre d'intervalles choisis. En particulier^ le maximum trouvé pour T'= aSS* 
disparaîtrait si le nombre d'intervalles était plus grand. 

4** Les a'-f-/? qui mesurent la détorsion totale lŒL {fig* 11, II) à partir de 
Tazimut où commence la détorsion sont constamment décroissants à mesure 
que T' augmente; c'était à prévoir d'après la figure. 



Fig. 18. 



Vitesses de dètonsion spontanée VJ 




T«mpt 



36. Influence d'un arrêt 11 à la torsion maxima {yo'w fig. n, I). — Fîl 
unique. Torsion de 5 tours en 64^ Arrêt T à la torsion maxima (perte de couple 
suivant BC) variable d'une expérience à l'autre. Une expérience avec arrêt nul est 
intercalée entre chaque expérience à arrêt T non nul. Un intervalle d'une minute 
sépare chaque expérience qui comporte une observation des A/> pendant 8 minutes. 

On donne les a', />, p^ et — d'après les notations précédentes, p^ désignant 

les SAy> pour un arrêt nul : 



4oo 


365 


I20 


100 


6<) 


10 


10 


435 


4^0 


•>.8o 


•200 


9'» 


i5 


i5 


4'25 


435 


370 


270 


iCo 


3o 


3o 


4 '20 


4^5 


32 5 


3^5 


20 5 


3) 


35 



SUR LES DÉFORMATIONS DE l'aLLIAGE EUTECTIQUE PLOMB-ÉTAIN, ETC. 363 

Arrêt T 
(minutes). 0. 0,5. 1. 5. 10. 40. 1380. 2640. 

a' 1760 i355 665 43o 230 35 o 

p i3o5 1680 1645 II9.0 895 520 100 100 

/?o 1610 1680 1725 1770 1810 1800 

p 

— ....... 1,00 I ,o3 «,9^ <^î^4 o,5o 0,28 o,o5 

Les a'= DE {^fig* 1 1) décroissent très vite quand T augmente. Naturellement, 
comme Tarrét a lieu au couple maximvim, la déperdition BC est considérable et 
Teffet de Tarrét T est plus grand (a' est plus diminué) que si l'on faisait le même 
parcours sans arrêt dans le même temps. 

Voici, pour cette même expérience, les A/> jusqu'à A/>5 correspondant aux 
divers arrêts : 

Arrêts. 0. 0,5. 1. 5. 10. 40. 1380. 2640. 

Vî 4ï5 

^Pi 455 

A/?4 370 

A/?3 370 

Même loi que précédemment. D'une expérience à l'autre, les vitesses initiales 
de détorsion spontanée Uq diminuent quand T croît. Pour une même expérience, 
les vitesses U diminuent d'autant plus rapidement que T est plus petit. Quand ï 
croît, on obtient des courbes analogues à celles de la figure 18 et dans l'ordre abc* 

On s'explique aisément que le rapport — présente un maximum. On déplacerait 

ce maximum à volonté, en changeant le nombre et les indices des intervalles 
sur lesquels porte la comparaison. 

Pour un même nombre d'intervalles ayant les mêmes indices, la position du 
maximum dépend du faisceau de courbes de la figure 18. Chaque courbe d'un 
faisceau a pour cote le temps d'arrêt T : le faisceau a pour paramètres la vitesse de 
torsion et de détorsion et la grandeur de la torsion. 

Voici, les expériences étant croisées sur un lîl unique, la valeur de — pour les 

arrêts T indiqués et pour des torsions de ^ et de { de tour. Durée d'observation 

8 minutes. 

Torsion 180^ 

Arrêts T (minutes). 0. 0,25. 0,75. 2,00. 6,00. 15,00. 

^........ ijoo 1,16 1,10 1,02 0,82 o,56 

Pu 
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0. 



i,oo 
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Torsicn 90^ 








2,00. 


6,00. 




1,11 


o,9> 



Faisons maintenant varier, non plus les torsions, mais les vitesses de torsion, 
la durée d'observation étant encore 8 minutes et la torsion i8o^. Les courbes du 

faisceau se séparent de telle sorte que le maximum de "^ passe de i,i8 à i,86 

quand on passe de la vitesse iSo" en 46* à la vitesse i8o" en 4% 5. 



37. Influence dUine surcharge constante. — Les expériences précédentes 
sont faites pour une tension faible du fil en expérience, lo^ environ. Que devient 
la réactivité quand on fait varier la tension? On tord un (il Lo= ôi^'^fS de 3o tours 
en 12 minutes. On détord sans arrêt et Ton observe les réactivités sous charge lo^ 
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pendant 4 minutes. Au moyen de Pappareil représenté figure 7, on fait passer 
brusquement la charge de 10^ à 354^; on observe les détorsions pendant S". On 
revient à lo* pendant 4*"; un charge à 5ioS, etc. Le (il se détord ainsi sous les 
charges successives iqp, 354^, lo*^, Sio*^, lo^, 854^, lo^, 354^, etc., pendant 8", 
sauf pour les charges 10^ et 854^ poui lesquelles la durée d*observation est de 
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4 minutes. L'expérience montre que, si Ton prend les A/> avec, pour origine du 
temps, rinstant où a été déposée la surcharge, la loi de la réactivité n'est pas 
vérifiée. 

Cela prouve, non pas que la loi générale de la réactivilé sous P|>PoSoit 
différente de celle sous Po, mais que Finstant à partir duquel doivent être comptés 
les A/> n'est pas Tinslant de la surcharge. Mesurons les vitesses de détorsion spon- 
tanée U et portons- les en ordonnées, les abscisses étant les détorsions elles- 
mêmes. 

On obtient une série A^ portions de courbe {fig» 19, traits continus). Sauf 
pendant les premières minutes qui suivent la mise en charge, les différentes 
portions de courbe, pour une même charge, sont approximativement sur le prolon- 
gement l'une de l'autre. L'influence d'un parcours antérieur sur le parcours 
actuel est donc négligeable après un temps assez court; la vitesse de délorsion 
spontanée actuelle dépend seulement de la détorsion réalisée. Comparer au n°17. 

Faisons passer par tous les segments relatifs à une même surcharge une 
courbe unique; on obtient A| B|, Â2B2, A3 B3. Elles représentent comme première 
approximation, en fonction de la détorsion, la variation de la vitesse de détorsion U 
sous la charge correspondante maintenue constante à partir du début. 

La comparaison des ordonnées des trois courbes A|B|, A^Bj, A3B3 donnera 
donc, />ow/* une même délorsion, le rapport des vitesses de détorsion sous les charges 
Pi, P2, P3. On a inscrit sur la figure, aux points pour lesquels ils sont expéri- 

V V 

mentalement le mieux définis, la valeur des rapports jp et t^> Pi > P2l> Ps» Ces 

rapports croissent avec la détorsion; mais la variation est faible. 

38. Allongements pendant la torsion. — Pour étudier ces allongements, la 
tension étant un facteur principal, il est nécessaire que celle-ci soit bien définie. 
Dans ce but, j'ai modifié l'appareil {fig» i3) en supprimant le bifilaire. Le fil 
en expérience est fixé invariablement par le bas sur le disque de rotation DD' et 
en son centre. En haut, il est relié par une tige en forme de ï à l'une des extré- 
mités d'un levier fourchu mobile autour d'un axe horizontal qu'on peut charger 
à Vautre extrémité. L'axe est constitué par les pointes de deux vis reposant sur 
des crapaudines. On peut ainsi appliquer au fil des tensions bien définies, allant 
de quelques grammes à 4oo6. 

Une règle verticale divisée en millimètres suspendue à un point du levier 
à peu près horizontal permet de suivre dans une lunette les allongements. 

J'ai étudié ces allongements : i*' eu fonction de la torsion pour une charge et 
une vitesse données; 2" en fonction de la vitesse pour une torsion et une charge 
données; 3" eu fonction de la charge, pour une vitesse et une torsion données. 

I® En fonction de la torsion, la figure 20 donne la courbe des allongements 
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pour un c^cle de 4^3 tours. Lo=r". Charge Sa^. Vitesse de torsion : i tour 
en 2% 65. Les allongements positifs sont portés vers le haut. 

Il y a d'abord allongement, puis raccourcissement. Le raccourcissement semble 
tendre soit vers une limite, soit plus probablement vers un maximum. 

Continuons Texpérience en décrivant des cj'cles; nous obtiendrons les courbes 
représentées {^fig* 20). 

L'expérience montre que, tordu, le fil présente à sa surface des stries héli- 
coïdales dont le pas peut même servira compter, au moins approximativement, 
le nombre de tours imposés. On peut, à la détorsion, suivre ainsi sur le fil la 
disparition progressive des spires. Au voisinage de la torsion nulle, il n'y a plus 
d'hélices apparentes, mais une surface mate et dépolie. 

Les cycles torsion-allongement ne sont pas fermés; ils sont simplement de 



Fig. 20. 
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même forme. La variation finale de longueur après un cycle se traduit toujours 
par un allongement. 

2" Dans la même expérience, Lo= 75*^™, sur des fils différents, on fait varier la 
tension supportée. On compare les allongements pendant une torsion de a3o tours 
en 10 minutes aux allongements subis par le même fil, pendant le même temps, 
sous la même tension à l'azimut zéro avant la torsion. 

Voici, pour les charges indiquées, ces allongements : 



Charges : 40. 

Allongements pendant la torsion. . . — 7^2 
Allongements avant la torsion -\- '?. 



100. 

— •?. 
iG 



120. 



-<-i7 



150. 



18 -+-27, 



300. 



'87 
60 



Donc le fait de tordre un fil favorise rallongement ou y met obstacle suivant 
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Voici les durées T'= 2711/^^7 ^^ ^^^^'^K/t~ — r^ ^^^^ '^* valeurs de 

r T'* 

p7 = 7p^ — I qui s'en déduisent : 

DTL 92,4 04,0 4o>9 ^8,6 10,7 3,8 1,0 

T' f>5,63 79,9.6 63,67 47,85 3-2,55 19,63 9,77 

T 56,21 4>î54 35,33 26,30 17,59 10, 38 4)99 

r 

p> 1,67 2,o3 2,24 2,3i 2,42 2,57 a, 80 

La variation de F atteint 5o pour 100 quand DÏL varie de 1 à 92. Pour le spiral, 
3ÏL passant de i à 62, la variation était de 20 pour 100 (pour une dérormation 
maxima à peu près égale). Les deux phénomènes sont du même ordre. La constante 
apparente de torsion F varie dans le même sens que la vitesse de torsion. Traçons 
la courbe des couples (ordonnées) en fonction de la torsion (abscisses) (voir 
Jîg. 21); F représente le coefficient angulaire mojen du diamètre des cordes 
verticales du cycle obtenu. 

Ce coefficient croît donc quand T diminue. 



Deuxième expérience. — D\L constant. Amplitude variable. Lo= 94*^°*. 

Amplitudes A (millionièmes). . 3,5 6,0 8,2 12,9 16,1 19,5 24, 5 
Durées T I7j06 17,25 17, 5i 17,66 17,78 17,78 17,86 

F dépend de l'amplitude et varie en sens inverse de celle-ci. Le diamètre des 
cordes verticales du cycle (couples, torsions) s'incline vers l'axe des torsions 
quand celles-ci augmentent. La courbe de torsion n^ 28 s'incurve pour des torsions 
de l'ordre de i** par mètre de fil, c'est-à-dire excessivement faibles. 

Troisième expérience, — On entretient toujours Foscillation comme il est dit 
aun^21. On maintient constant un courant d'entretien <i pendant 26 oscillations, 
puis un courant <2 pendant ^5 oscillations. On revient alors au courant I4 et ainsi 
de suite. On obtient les durées et amplitudes suivantes : 

I, = 4,5. ij = 10,5. 

Durées T 22,72 22,22 22, i3 21,66 23, i5 22,46 22,14 22,18 

Amplitudes A.... 102 102 io5 108 148 i38 139 141 

Comme pour la traction, il y a un léger écrouissage. Il est indiscutable puisque, 
à mesure que T diminue, Â croît. L'état du fil tend vers une limite. Après un 
millier d'oscillations, la durée est constante. 

41. Cycles sinusoïdaux de torsion. Méthode statique. — La méthode dyna- 



370 7.. CARRIÈRE. 

rectiligne est la valeur àe ce que j'ai appelé module apparent de torsion T, au 
numéro précédent. Le coefficient angulaire lange du diamètre des cordes horizon- 
tales (torsions) sert à calculer raz.ïmiit du couple maximum. Enfin, l'aire du cycle 



^={' 
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mesure l'énergie absorbée par période. Je l'ai déterminée avec le planimètre 
d'AmsIer avec une précision de ^. 

42. Influence de la période. — L^^ 100'°, A = 232°. La période varie de 
2', 35 à 1970'. Les courbes oblenues ont, suivant la période, les formes repré- 
sentées {fig. 21), toutes à la même échelle. 




1° Elles sont approximativement fermées après un petit nombre de parcours : 
trots ou quatre. Après le premier quart de période, la courbe cdtoie déjà le CTcle 
définitif. 

2" Les diamètres OC des cordes verticales ou OB des cordes horizontales sont 
approximativement rectitignes. La courbe, pour cette amplitude, est approxima- 
tivement une ellipse. En réalité, le demi-diamèlre OC a sa concavité tournée vers 
l'axe des couples ; le demi-diamètre OB a sa concavité tournée vers l'axe des tor- 
sions. Il ^ a un point d'inflexion à l'origine. La courbure difficile à mettre en évi- 
dence sur les clichés photographiques est apparente sur les courbes tracées d'après 
la première méthode où la sensibilité est plus grande. 

3" tangi]! et, par conséquent, if croissent quand la période diminue, résultat 
conforme à celui du numéro précédent. Les courbes (^ï^. ai) montrent l'énormilé 
de celle variation. 
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4^ Le coefficient angulaire lange croît quand la période diminue, mais moins 
vite que tangtj;. On a 



n 

Cm est le couple maximum du cycle. OE = — ^^ représente l'azimut pour lequel 
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il est réalisé (pour une période et une amplitude déterminées). C;,, décroît très ra- 
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pidement quand la période augmente, 0E= — *" décroît moins rapidement, 

puisque lange diminue lentement quand la période augmente. 

Pour les périodes très courtes, le maximum de couple est voisin du maximum 



d« co«Jej vopticBlm — Tcf '^ 
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de torsion; pour les longues périodes, il correspond à une torsion faible. Cela 
tient à l'influence déjà constatée de la vitesse de torsion -r- qui est raaxima pour 
la torsion nulle. Pour une période inliniinent longue, le couple ne dépendrait que' 
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n maximum, à partir duquel l'accroisse- 
mpenser à chaque instaot les perles de 



de la vitesse et aurait à l'azimut zéro s 
ment de la torsion est incapable de c 
couple dues à la viscosité. 

5" l,es aires W sont fonction de la période. Il y a un maximum d'énergie ab- 
sorbée, dans les conditions de l'expérience, pour une période de 9* environ. Pour 
les périodes très courtes, l'épaisseur des cycles diminue plus rapidement que 
u'augmentent les couples. 

L'expérience précédente a été répétée pour trois amplitudes difTérentes (con- 
stantes dans chaque série). Le fil est unique pour chaque série. J'ai vérifié en 
répétant l'espérience T ^ 2',35 au début et à la fin de chaque série que les par- 
cours antérieurs sont sans influence appréciable sur le parcours «iclae\ Jîxé. Les 
résullats relatifs aux diverses expériences sont résumés dans les graphiques des 
figures aa et 32 bis. Je n'insisterai pas pour le moment sur l'influence de l'ampli- 
tude. Elle ue modifie pas ]a /orme générale des coarhei. Le maximum obtenu 
pour les aires s'accentue davantage quand l'amplitude croit; en même temps qu'il 
se rapproche de l'origine, c'esl-à-dire a lieu pour des périodes plus courtes. 



43. Influence de l'amplitude. — Sur un fil unique, on expérimente successi- 
vement avec la même période T, les amphtudes A= 1, 2, 3, .... A = 1 vaut 111° 




pour L, = 100™. Ou répète la même expérience sur un second fil neuf pour une 
seconde période Tj ; puis, sur un troisième fil, pour la période T^. 

On obtient, pour une période déterminée, une. série de cycles ti-ls que ceux de 
la figure 23 (II) se rapportant à T = i5*. 

Le demi-diamètre OC, à peu près rectiligne pour A = 2, ne 1 est plus pour 
A= 4, 1 fortiori pour A ^^6. C'est vrai pour T = i5*, et même pourT = 3*, 35 
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[fig. 23 (I)]. C'est également vrai pour le demi-diamètre OB (I) des cordes ho- 
lizontales. Le cjcie s*écarte donc de la forme elliptique à mesure que Tamplitude 
croît, tout en conservant un centre à l'origine. Dans l'évaluation des coefficients 
angulaires tang^ et tange, nous prendrons comme diamètres les droites COC 
et BOB'. 

1° Ces coefficients diminuent rapidement quand Tamplitude croît. 

2° Les couples maximums croissent avec Tamplitude. Il y a deux raisons à cela : 
déformation et vitesse de déformation plus grandes à chaque instant. 

3® Les aires croissent avec l'amplitude. 

Les lois de variation sont indiquées dans Tensemble des graphiques de la 
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figure 24 se rapportant aux périodes 2% 35, i5* et ^25* et aux amplitudes i, 2, 3, 
4 et 6. 
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TangE el tang({< décroissenl 1res rapidement a 
duisant ici une variation de même sens. 



; A et T, les deux causes pro- 



Enlîn, C„ et - 



Dissent avec A et T. La vitesse de déformation étant tou- 



jours la même, Cm doit croître avec la déformation. 

i5. TorsioM à vitesse sinusoïdale de signe constant. — Od impose une vi- 
tesse de la forme v ^ a — fr cos2Tt= avec ia condition 6 la. La vitesse varie de 

Vo=a — b k W ^=a-\- b. Cas particulier b^=a, la vitesse varie de o à aa. 

L'appareil utiliséest décrit par M. Bonasse (.^nn. Fac.Sc. Toul., 1900, p. ^^g)- 
La méthode est la même, sauf que les courbes sont enregistrées photographique- 
ment. Le mouvement du cliché est commandé par un cordon formant bielle. La 




tête d'excentrique à laquelle il est attaché porte une hielle rigide par laquelle on 
obtient la variation de vitesse sinusoïdale. Les abscisses des courbes inscrites 
sont donc non plus les torsions, mais les vitesses. l\ y a trois paramètres défi- 
nissant le mouvement : Vo, V et la période T. 
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Cherchons d'abord comment se ferment les courbes. 

La figure 25 représente la fixation d'un cycle sur un fil neuf. Lo= 100^™. Pour 
le fil I, Vo = o, V = 38°, 2 par seconde, T = 45*. Torsion par période 862". Les 
cycles sont numérotés dans leur ordre d'exécution, aucun arrêt n'ayant eu lieu 
dans l'intervalle. Les premiers ne sont pas fermés. Ils le deviennent approximati- 
vement à partir du sixième. Il y a alors non plus un changement de forme, mais 
une translation parallèlement à Taxe des couples due à la torsion croissante du 
fil. La vitesse de cette translation diminue à mesure que croît la torsion, comme 
il résulte de la forme de la courbe de torsion n® 28. 

Le fil II a été essayé pour 

T = 6*, Vo=2i°,5, V = 37«>,5 par seconde. 

Torsion par période, 177". Dans ces conditions, il y a toujours en M, E, F, G, 
H, K un contour arrondi. En L, a|)rès le premier parcours, il y a un point de 
rebroussement. Cela veut dire qu'au voisinage de L, le gain de couple par torsion 
compense à peu près la perte de couple due à la viscosité, lant que la vitesse 
varie peu. 

En A, le cycle commence à se boucler; la perle de couple (qui croît avec le 
couple) n'est plus compensée pour la vitesse Vo- L'aire de la boucle croît avec le 
numéro d'ordre du cycle qui est de forme à peu près invariable après le quin- 
zième. 

Il y a toujours transport du cycle parallèlement à l'axe des couples, à mesure 
que la torsion, c'est-à-dire le numéro d'ordre du parcours, croît. La limite est 
moins vite atteinte pour le fil H parce que la torsion par période est moindre, et 
la vitesse moyenne plus grande. 

Fixés, les cycles sont de même forme dans l'un et l'autre cas. Ce sont encore, 
pour les périodes choisies, approximativement des ellipses, [^'inclinaison moyenne 
du cycle sur l'axe des vitesses est beaucoup plus grande pour le fil II pour deux 
raisons : i" la diflerence des vitesses extrêmes V — Vo est plus faible; 2" la pé- 
riode est plus courte. (Sur la figure, les couples seuls sont à la même échelle. On a 
marqué dans I l'abscisse Vo.) 

46. Influence de la période, — La figure 26 représente deux séries de cycles 
à période variable. Lo=ioo*'*". Torsion par période de 6* : 117° pour I, 177" 
pour IL 

1*^ L'inclinaison moyenne du cycle croît quand la période diminue. Cela lient 
à ce que, d'une part, la torsion et le couple maximum croissent avec celte période 

Fac. de T. y 1* S., VII. 40 
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Cl généralemenl 



V-i-V, 



T; 



(l^aiilre pari, la perte de couple aux vitesses décroissantes est d'autant plus grande 
(|ue la période est plus longue. 

2" En appelant AC la différence des ordonnées des deux branches d'un même 

c}cle, telle que AB, CD, EF, celte quantité diminue quand la période croît. 
Pour T = i35o'(l), les branches aller et retour sont voisines. Quand la vitesse 
varie très lentement, le couple reprend à peu près la même valeur pour la même 
vitesse, à la croissance et à la décroissance. A la limite, pour une période très 
longue et une torsion poussée très loin, les deux branches superposées donne- 
raient la courbe signalée au n*^ 33 des couples limites en fonction de la vitesse de 
torsion, tournant sa concavité vers Taxe des vitesses. 

3** Sur la figure 26 (I), les cycles de courte période sont elliptiques, ceux de 
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longue période sont en forme de croissant tourné vers Taxe des vitesses. La 
branche ascendante des cycles a une courbure qui peut changer de signe avec la 
période. 

Il y a une période pour laquelle cette branche est à peu près rcctiligne. La 
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En parliculicr, pour ï = iSSo'' et Vo= o, V variant d'une expérience à l'autre, 
on obtient les croissanls de la figure '27. Soient V| < V2<; V3 les vitesses maxima 
portées en abscisses, le croissant Va a sensiblement la même direction moyenne 
que le croissant V| et se prolonge au delà, il est lui-même prolongé par le crois- 
sant V3. Les diamètres (curvilignes) des cordes verticales des trois cycles sont 
approximativement confondus en une courbe unique qui peut représenter la 
courbe des couples limites en fonction de la vitesse de torsion. L'épaisseur des 
cycles croit avec V, surtout au voisinage de la vitesse nulle. 

Avec des vitesses V et Vo convenablement choisies, et une période T assez 
longue, on obtient pareillement des courbes fermées dont les diamètres des cordes 
verticales plus ou moins curvilignes sont aussi à peu près sur le prolongement les 
uns des autres et dessinent encore la courbe précédente, conformément à la 
remarque du numéro précédent 2® et 4**- 



i8. Etude d\(n cycle particulier. — J'ai dit que, pour Lo= loo"^", 

r = — ( I — cos -Tp- ) ) V = SS**, 2 par seconde, 

la branche montante du cycle ï = i35* est approximativement recliligne. 

Que se passe-t-il pour le fil neuf, à partir du début? La figure 28 (I) donne 
en O A|B| le premier cycle de torsion. La portion OAi est, jusqu'au voisinage 
de A|, à peu près rigoureusement rectiligne, à l'approximation de l'expérience. 
En B<, on arrête la torsion pendant 10 minutes. Il y a perte de couple sui- 
vant B| Ca. 

C2A2B2, C3A3B3 représentent les deuxième et troisième cycles efleclués de 
même après repos de 10 minutes. Toujours, la portion CA est recliligne et de 
direction invariable. 11 semble (ju'il y ait simplement transport du cycle parallè- 
lement à l'axe des couples des quantités OC2, OCs qui représentent le couple 
rémanent au début du parcours. 

Si Ton répète un grand nombre de fois le même cycle, sans arrêt en B, sauf 
après le dernier et qu'on le reprenne après repos de 10 minutes,, on obtient encore 
la même droite. 11 en est de même si Ton arrête la torsion en A|, laissant le couple 
tomber à zéro suivant ADO et reprenant après 10 minutes la vitesse sinusoïdale 
à partir de zéro. 

11 existe donc une loi particulière (sinusoïdale) de variation de vitesse avec une 
valeur particulière de l'un des paramètres (période) définissant celte variation 
pour laquelle le couple croît proportionnellement à la vitesse. Il s'agit de savoir 
si cela est vrai quel que soit le second paramètre (amplitude V). 
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L'expérience faile d'après la technique du n" 47, avec T ^ r35' cl V croissant 

d'un fil à l'antre à partir de 38", 2 par seconde, donne des courbes analogues à 

celles de la ligure 25 (I), c'est-à-dire des croissants tournés vers l'axe des vitesses 

dont la courbure croît avec V. 

... - V 

Faisons varier à la fois V et T, d'après une loi particulière simple. 7= ^ K 

donne encore des courbures variables. Mais VT^ K. donne comme courbes de 

première torsion jusqu'à — les droites de la figure 28 (II), La valeur de la con- 




stante K est déterminëe par les données de l'espérience précédente V,^ 38*, 2 
par seconde. T= i3J', La= loo*". 

Le coefficient angulaire des droites varie. Il décroit quand V croît, de sorte que 
les points M, N, P, Q se placent encore sur une courbe représentant les couples 
en fonction de ta vitesse pour une même torsion. 

En efict, 



/•*. VT K 
La torsion par période est la même pour tous les fils. 
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La loi de la varialîon linéaire des couples en fonciion de la vilessc esl donc 
f;énérale à condition d^etTectuer une torsion toujours la même, avec une vitesse 
sinusoïdale dont la valeur maxima soit en raison inverse de la période. 

On trouvera (II. Bouassk, .tnn. Fac. Se, Toul,y 2** série, t. VU, 190.1) la dis- 
cussion théorique de ces rësullals. 
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SUR LES MÉTAUX DU TYPE VISQUEUX, 



Par m. h. DOUASSE, 

Professeur à l'Université de Toulouse. 



1. Quand on commence à étudier un groupe de phénomènes, la lenlalion est 
grande d'en chercher une théorie d'ensemble, une exph'calion générale. Ce n'est 
que peu à peu qu'on s'aperçoit de la vanité de tels eflbrts et qu'on se résigne, pour 
un temps plus ou moins long, à classer les phénomènes en sous -groupes et à n'en 
présenter que des explications partielles. L'étude des déformations permanentes 
n'a pas échappé à celte règle; il faut réagir contre cet esprit de généralisation 
hâtive qui, dans un sujet aussi peu avancé et aussi difiicile, ne conduit qu'à des 
déceptions et à des erreurs. Je vais montrer dans ce Mémoire la nécessité de clas- 
sements rigoureux, par l'étude d'un cas extrême, celui de l'eulectique plomh 
et étain (Pb : 87 pour 100, Sn : 63 pour 100), qui représente le type des métaux 
à frottement liquide ou à viscosité. Il est entendu que j'emploie les mots dans le 
sens où je les définis, sans me préoccuper des sens qu'on leur a donnés et qui, 
chez les divers auteurs, sont le plus souvent contradictoires entre eux. 

2. Voici d'abord le classement d'ensemble que mes expériences amènent à pro- 
poser. Il va de soi que dans mes précédents Mémoires la question ne se présente 
pas avec cette symétrie et cette netteté, d'ailleurs relatives; ce n'est que peu à peu 
que je suis parvenu à me représenter les phénomènes sous des formes aussi tran- 
chées . 

Nous rencontrons quatre types fondamentaux de déformations dont voici le 
Tableau : 

A. Déformations essentiellement temporaires. 

a. Déformations parfaitement élastiques. 

b. Déformations parfaitement élastiques, mais à élasticité retardée. Nous les appel- 

lerons déformations à réactivité ou subpermanentes. 
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B. Défornialions permanentes. 

a. Déformations à frottement solide. 

h. Déformations à fro'tlement liquide ou visqueux. 

Je (lis qu'il j a écrouissage quand les déformalions produisent une transforma- 
tion permanente plus ou moins profonde de la matière. Toutes les propriétés 
sont alors modifiées, et naturellement aussi celles qui se rattachent aux déforma- 
lions elles-mêmes : le frottement solide ou la viscosité, suivant les corps, sont 
^généralement accrus. 

.)e dis qu'il y a hystérésis dans le cas suivant. Une opération est représentée par 
une courhe parcourue dans un sens; rien ne dit qu'il soit possible de la parcou- 
rir en sens inverse. Parvenus en un point d'une courbe, changeons le sens de la 
déformation; nous obtiendrons une courbe de retour qui généralement ne se 
superpose pas à la courbe d'aller; il y a alors hystérésis. L'existence de Thvs- 
tércsis n'implique rien sur le mécanisme du phénomène. Elle peut exister dans 
toutes les déformations, les déformations parfaitement élastiques exceptées. 

3. Avant d'exposer à quels caractères on reconnaît les quatre sortes de défor- 
malions typiques, je présenterai une remarque. 

La matière est-elle homogène ou hétérogène? Dans ma façon de raisonner cela 
n'a absolument aucun intérêt. 

Il est clair que si l'on découvre, par l'étude micrographique, que les métaux ont 
une structure complexe, on sera plus naturellement porté à admettre des 
gi*oupcs de propriétés en quelque sorte distinctes. Mais, outre qu^il est purement 
gratuit sans preuve directe de rattacher tel ou tel de ces groupes à telle ou 
telle matière séparément visible, ce serait une erreur logique grossière de refuser 
le droit de les admettre sous prétexte que la matière paraît homogène au micro- 
scope. Qui nous dit, en effet, que chacune de ces matières distinctes ne jouit pas 
de toutes les propriétés dans des proportions plus oti moins considérables? 
Existe- t-il un lien nécessaire entre rhomogénéité réelle et l'homogénéité appa- 
rente? Chaque particule infiniment petite ne peut-elle pas être un monde complet, 
absolument hétérogène, dont l'ensemble, parfaitement homogène au microscope, 
n'en continuera pas moins de jouir de toute l'hétérogénéité de l'élément consti- 
tutif? 

Je ne discute pas l'intérêt des procédés micrographiques; leur utilité indus- 
trielle est incontestable comme moyen de discerner des états divers; il est néces- 
saire de classer scientifiquement les textures. Mais j'attends qu'on me montre en 
quoi ils ont fait avancer d'un pas Tétude des déformalions permanentes. Je veux 
bien que, suivant leurs structures micrographiques, les métaux aient une dureté, 
une résistance, des modules... différents; mais ce qu'on oublie de dire, et précisé- 



SUR LES MÉTAUX DU TYPE VISQUEUX. 385 

ment ce que je cherche depuis des années, c^est le sens de ces mots, dureté, 
résistances, modules.... Des mesures, les ingénieurs passent leur temps à en faire; 
ce qu'ils recherchent le moins, c'est la signification scientifique des résultats do 
leurs mesures. 

Donc peu nous importe que la matière soit homogène ou qu'elle ne le soit pas; 
les groupes de phénomènes seront définis par leurs formes, peu importe pour 
l'instant leur mécanisme réel. Les tentatives d'explication que je proposerai seront 
donc ^uvemenl formelles. Que ma manière de procéder soit la plus conforme à 
l'étal de la question, c'est ce que la suite de ce Mémoire prouvera sans conteste. 

4. Déformations parfaitement élastiques. — J'emprunte les définitions qui 
suivent au Chapitre premier d'un petit livre qui vient de paraître dans la Biblio- 
thèque de l'élève ingénieur (Bouasse, Essais des matériaux; notions fonda- 
mentales relatives aux déformations élastiques et permanentes, Gratien et 
Rey, Grenoble; Gauthier-Villars, Paris), où ces considérations sont plus longue- 
ment développées. 

Pour déformer un corps, il faut faire agir sur ce corps une force ou un système 
de forces. Je raisonnerai dans l'hypothèse où le système de forces dépend d'une 
seule variable, la variable mécanique, et où les déformations peuvent s'exprimer 
par une seule quantité, la variable géométrique. Toute déformation peut se 
représenter en même temps que sa cause sur un plan ; je porte toujours la variable 
géométrique en abscisses et la variable mécanique en ordonnées. 

Le langage adopté suppose que l'on a tracé la courbe de déformation : ces 
courbes ont un sens de parcours; c'est le sens dans lequel se déplace le point 
figuratif de l'expérience; généralement une courbe ne peut être réellement par- 
courue que dans une direction unique. 

Ceci posé, je dis que la déformation est parfaitement élastique quand la 
courbe peut être parcourue arbitrairement dans les deux sens. 

Ces déformations jouissent de propriétés importantes : 

1^ Le parcours aller et retour d'un arc de courbe correspondant à une déformation 
parfaitement élastique n'entraîne aucune absorption d'énergie. Nous ne tenons 
pas compte des petites variations thermiques produites par la déformation qui 
compliquent fort inutilement le problème. 

â'* Si un arc de courbe correspond dans des conditions déterminées à une défor- 
mation parfaitement élastique, une portion de cet arc y correspond aussi. 

3® Si un arc de courbe correspond à une déformation parfaitement élastique 
pour une certaine loi de déplacement du point figuratif par rapport au temps, il y 
correspond encore pour une autre loi, à la condition que la vitesse ne devienne 
pas trop considérable : dans ce cas on retombe dans les difficultés signalées au i"; 
les variations thermiques peuvent ne plus être négligeables. 

Fac. de T., a* S., VII. 5o 
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5. Déformations parfaitement élastiques, mais à élasticité retardée. Réac- 
tivité. — La caractéristique de ces phénomènes est Teiistence d^une forme déter- 
minée pour chaque valeur de la variable mécanique; mais cette forme n^est pas 
atleinle instantanément : elle se présente comme une limite. J'ai, donné à la iih 
du Chapitre VI du Mémoire Sur les courbes de déformation paru dans les 
Annales de Toulouse, et Ton trouvera dans FOuvrage que je signale au numéro 
précédent, la description d'un modèle mécanique qui fait aisément comprendre 
les caractères fondamentaux du phénomène. Une telle. représentation est schéma- 
tique. 

D'une manière générale, la réactivité fait intervenir des causes intérieures et 
médiates; elle ne peut s'expliquer par les causes extérieures actuelles et immé- 
diates, elle dépend de toutes les forces antérieurement appliquées au corps. Elle 
est compatible avec une élasticité parfaite, en ce sens que les déformations ne sont 
pas permanentes; on dit que les déformations sont subpermanentes. 

Il n'existe aucune parenté ni dans l'allure, ni dans les causes, entre les phéno- 
mènes de réactivité et les phénomènes de déformations permanentes que nous 
passerons en revue plus loin, que ces déformations permanentes dépendent d'un 
frottement solide ou d'un frottement liquide (viscosité). Mais ils peuvent se super- 
poser; dans la pratique il est difficile de faire le départ entre les deux groupes : 
ce que moi-même j'ai souvent appelé réactivité participe à la fois de la réactivité 
proprement dite et des déformations permanentes. 

6. Déformations permanentes non visqueuses. Écrouissage. Principe de 
Coulomb. — L'hypothèse que les déformations permanentes dépendent d'un 
frottement solide et se font par glissement est l'une des premières en date; elle 
a été énoncée par Coulomb. Si la force X est inférieure à une certaine valeur X^,, 
il n'j a pas déformation; sitôt qu'elle dépasse la valeur X©, la déformation com- 
mence et se poursuit indéfiniment. Comme première approximation, la force serait 
constante, indépendante de la vitesse et égale à X — Xq. 

Il y a alors une déformation permanente dont le caractère fondamental est de 
ne pouvoir se produire que pour une force supérieure à une certaine force qui 
mesure le frottement solide. 

Écrouissage. — Sous cette forme vraiment trop schématique, Thypothése 
n'aurait aucune utilité. Elle se complète immédiatement par la définition de 
V écrouissage. A mesure que, sous l^ influence de la force X, la déformation 
permanente se produit, le métal se modifie, s\écrouit, de sorte que la limite^^ 
devient égale à X (à condition toutefois que X reste lui-même inférieur à 
une deuxième limite X|). A partir de ce moment le corps cesse de se défor- 
mer. Une fois le corps déformé par une certaine force, une force inférieure de 
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même direclion est incapable de lui donner une nouvelle déformation perma- 
nente. 

LVnsemble de ces deux hypothèses constitue \e principe de Coulomb. 

L'écrouissage a une certaine limite X| ; cela veut dire que si la force X est supé- 
rieure à X|, il ne peut y avoir équilibre, quelle que soit la déformation. 

On remarquera que le mot écrouissage a un sens très vague : il est équivalent 
de dire que le métal s'écrouit ou que la matière se modifie. Un corps écroui 
signifie donc un corps dont la matière a été plus ou moins modifiée par des 
déformations permanentes. 

7. Déformation permanente visqueuse. Écrouissage, — Le caractère fonda- 
mental de ce second groupe de déformations permanentes consiste en ce que la 
force qui s^oppose à la déformation est une fonction de la vitesse; elle est nulle 
quand la vitesse est nulle, au moins comme cas schématique et limite. On peut 
donc comparer les phénomènes à ceux qui sont produits par les frottements dans 
les liquides plus ou moins visqueux. 

Si petite qne soit la force, la déformation permanente est sans limite; toutefois 
sa vitesse diminue quand la force tend vers zéro. L^équillbre ne peut strictement 
exister que si la force est nulle.. 

Ecrouissage. — Conformément au sens général de modification par défor- 
motion permanente que j'ai attribué au mot écrouissage, il y a écrouissage, 
dans le cas d'une déformation purement visqueuse, quand le frottement liquide 
(viscosité) varie du fait même de la déformation. Naturellement cet écrouissage 
n'a aucun rapport avec celui qui est défini au n® 6; c'est bien encore une modifi- 
cation, mais portant sur une propriété dififérente. 

On observera que le sens dans lequel je prends ce mot est, avec plus de préci- 
sion, conforme au sens usuel. 

8. Hystérésis. — Il résulte immédiatement de la définition de l'hystérésis 
donnée au n*' 2 qu'elle existe pour des raisons fort diverses. 

Un corps parfaitement élastique, mais à élasticité retardée (réactivilé, n® 5), 
présente de l'hystérésis; un corps qui subit des déformations permanentes à frot- 
tement solide ou visqueux présente aussi de l'hystérésis. L'hystérésis est une pro- 
priété caractéristique de la forme solide qui apparaît dans des conditions si diverses 
qu'elle ne peut sev\ ir sans plus à établir de l'analogie entre les phénomènes. Les 
courbes de torsion des métaux ont une hystérésis qu'on doit principalement attri- 
buer à des déformations permanentes. Les courbes de traction du caoutchouc- ont 
au contraire de l'hystérésis dans des conditions où les déformations permanentes 
sont toujours petites. 
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L'hyslérësls entraîne généralement une absorption d*énerg!e pour tout parcours 
efl'ectué entre deux mêmes valeurs de la variable géométrique. 

9. Remarque, — Je viens de définir les cas typiques de déformation; malheu- 
reusement les phénomènes ne se présentent pas avec cette simplicité schématique. 
D*abord les déformations ne sont pas nécessairement homogènes, ce qui complique 
considérablement Tinterprélation des résultats. Ensuite il peut exister une super- 
position des cas typiques. Enfin les phénomènes réels peuvent ne rentrer qu^en 
gros et approximativement dans les cases que nous venons de distinguer. 

En particulier, il n^est pas douteux que les déformations actuelles ne soient 
fonction de toutes les déformations antérieures et ne dépendent de la loi suivant 
laquelle les forces ont été apphquées en fonction du temps. L'eOet actuel ne déter- 
mine donc pas à lui seul la grandeur de déformation pour les métaux à frottement 
solide, pas plus qu'il ne détermine la vitesse de déformation dans le cas des métaux 
visqueux. 

Quoi qu^il en soit, cette classification est commode et vraie dans son ensemble. 
Le lecteur qui pense qu'elle va d*elle-méme et qu'il n'était pas besoin d'un effort 
pour la trouver, ignore probablement l'historique de la question et les innom- 
brables erreurs qu'on aurait évitées en prenant pour guide des distinctions qu'il 
juge peut-être enfantines. 

Je vais traiter avec détail le cas des métaux visqueux; je montrerai qu'il est 
impossible de les confondre avec les métaux de l'autre type, si l'on se borne aux 
cas extrêmes. Je prendrai comme type des métaux à frottement solide le cuivre, 
que j'ai étudié d'une façon complète, et comme type des métaux visqueux Teu- 
tectique de plomb et d*étain, dont M. Carrière a fait sous ma direction l'étude 
expérimentale (Thèse, Annales de Toulousey igo5). 

MÉTAUX A FROTTEMENT LIQUIDE OU MÉTAUX VISQUEUX. GRANDES DÉFORMATIONS. 

10. Pour préciser le problème, je vais traiter le cas d'un cylindre qui s'allonge 
sous l'influencfs d'une charge constante ou variable. L'accroissement de longueur dL 
est dû à deux causes, la déformation élastique et la déformation visqueuse. Je 
néglige d'abord la première, qui est toujours extrêmement petite par rapport à la 
seconde. 

L'hypothèse la plus simple consiste à écrire que la vitesse d'allongement 

V = ^ est à chaque instant une fonction parfaitement définie de la charge par 

unité de section P:^. Admettons de plus que la densité ne change pas (hypothèse 
toujours très approchée, mais nécessaire si la matière ne se transforme pas, ne 
s'écroaic pas) : nous aurons les conditions 5oLo= ^L, P : ^ = PL I ^oL©. 
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Nous écrirons donc 
(I) i. = 9^£) = ?,(PL). 

Admettre que les fonctions ^ et ^1 sont déterminées une fois pour toutes revient 
à dire que la matière ne s'écrouit pas, ne se transforme pas d'une manière per- 
manente du fait de la déformation. L^écroulssage modifierait la forme des fonc- 
tions (f et '^1, probablement dans un sens unique, et la ferait tendre vers une 
forme limite. 

Mais poser Téqualion (1), c'est admettre aussi que la vitesse actuelle de défor- 
mation ne dépend pas de la manière dont les déformations antérieures ont été 
obtenues. Cette influence subpermanenle des déformations antérieures est tout 
autre chose qu'un écrouissage qui doit être considéré comme une modification 
stable de la matière. Nous nous contenterons d'abord de Thypothèse la plus 
simple, quitte à la compliquer si elle ne suffit pas. 

11. Charge constante par unité de section, — L'expérience consiste à impo- 
ser brusquement une charge Pq et à retirer des poids convenables à mesure que 
le fil s'allonge, de manière que le quotient Pl5 (ou ce qui revient au même le pro- 
duit PL) demeure constant pendant toute l'opération. Si l'hypothèse simple du 
n° 10 est vérifiée, la vitesse d'allongement doit se maintenir constante, sauf tout 
à fait au début, où elle part de o et croît rapidement : négligeons cette période 
initiale toujours très courte. 

Pour l'euteclique, on trouve généralement une vitesse croissante : il semble 
qu'on doive conclure nécessairement un écrouissage, une modification de la 
matière dont la viscosité diminue^ qui devient plus fluide à mesure qu'elle s'al- 
longe. Celte interprétation ne doit être admise qu'à la dernière extrémité. On 
pourrait expliquer Taccroissement de vitesse par une modification non plus per- 
manente, mais subpermanente, due aux déformations immédiatement anté- 
rieures, suivant la distinction du n^ 9. On conclurait qu'un fil qui vient d'être 
allongé devient de ce fait plus allongeable. Mais cette interprétation est contradic- 
toire avec certains résultats dont il sera parlé plus loin. 

Une distinction fondamentale est nécessaire entre la matière du corps qui se 
déforme et le corps lui-même considéré comme espace occupé par la matière. Rien 
ne dit que le fil, en se déformant^ reste cylindrique; plus exactement tout prouve 
le contraire : en particulier, il devient rugueux. 11 se peut donc que le fil semble 
s'écrouir en devenant plus fluide, tandis que la matière qui le forme, ou ne 
s'écrouit pas, ou tout au contraire s'écrouit en devenant moins fluide. Il faut, 
dans l'interprétation des résultats, avoir toujours cette distinction fondamentale 
présente à l'esprit : c'est pourquoi nous en parlons dès à présent. 
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12. Charge constante, — Imposons brusquement une charge codslante Po et 
main tenons- la indéfiniment; comparons ce qui arrivera pour le métal non écrouis- 
sable à froUement visqueux et pour le métal à frottement solide, que nous savons 
être éminemment écrouissable. Négligeons toujours la déformation élastique. 

Métal à frottement visqueux non écrouissable. — La vitesse est définie par 
Téqualion v=^'-z- =o,(PL). 

Résolvons par rapport à P; il vient \?= j- f{^)* 

L^accélération du corps Po sera donnée par une expression de la forme 



^ = K(P,-P) = K[p,-i/(.)]. 



Il est clair que la vitesse part de o et croît indéfiniment. En effet, si elle deve- 
loil constante pour une certaine valeur (^o* on aurait Po= y /i^^)f ^^^^^'^^^ <iui 

Lé 

oe serait plus satisfaite au bout d^un instant, puisque L crofl. 

Cette conclusion vaut, quelle que soit la charge initiale. 

Comme nous savons qu'à charge constante par unité de section, Teutectique s*al- 
looçe a%ec une vitesse croissante (pour des raisons dont nous avons indiqué la 
|ir<>UaLilité au numéro précédent), il va de soi qu'à charge constante la vitesse 
A1V21 croîtra que plus vite. Les phénomènes sont entièrement différents avec un 
mkétMl écrouissable à frottement solide. 

JUéial écrouissable à frottement solide. — On peut admettre très exactement 
<|!ue la force qui s'oppose à chaque instant à la déformation est une fonction de 
rallongement actuel, à peu près indépendante de la vitesse de déformation. L'ai- 
i//»fement mesure en effet la déformation et par conséquent le changement de 
fHOf^éié de la matière, ce qui est précisément son écrouissage. La loi du meuve- 

mémiàit la masse suspendue est donc de la forme --r- = K[Po — F(L)J, toute diffé- 

0*:00U^4e la loi précédemment obtenue. La vitesse croît jusqu'à ce que la longueur 
«^«inviM; la %'aleur L| annulant la parenthèse; après quoi elle diminue et s'annule 
^oêMiêd {«travail total est nul (au moins approximativement), condition qui définit 
i$0$^ *:é^$U\nc longueur L2 

f [Po-F(L)]d/L = o = Po(L,-Lo)4- r h\L)dL. 
lé^tÀfflP^ iu«ipendu arrive donc alors au repos et s'y maintient pratiquement. Je 
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néglige, bien entendu, les phénomènes de réactivité qui se superposeraient aux 
précédents : il ne s'agit, en effet, ici que d'un schéma considérablement simplifié. 
L'expérience montre qu'au moins en gros le cuivre recuit rentre dans ce cas 
typique. 



13. Etude du faisceau de courbes à charge constante. — Il serait du plus 
haut intérêt de déterminer la forme de la fonction ^ qui entre dans l'équation fon- 
damentale i^ = ç(PL). 

Cette fonction résulterait immédiatement de l'étude d'une seule courbe à charge 
constante, si le phénomène dont il est parlé au n^ 11 ne compliquait singulière- 
ment le problème. Comme, en définitive, nous ne pouvons agir sur la matière 
du fil qu'en agissant sur le fil lui-même, nous sommes bien obligés d'interpréter 
le résultat complexe. 

Soient tracées les courbes expérimentales, vitesses-longueurs, correspondant à 
des bouts de fils aussi identiques que possible au début et de même longueur ini- 
tiale Lo, pour des charges constantes P|, P3, .... Elles sont marquées en traits 
pleins dans la figure 1. 

Fig. I. 
Vii«ates 




.cr 



Altertqgmwïts 



Soient ( L| , P| ) un point de la première, ( L2, Pa) «n point de la seconde et ainsi 
de suite, tels que l'on ait Lf t^i = L2p2 = L3P3 = . . . = C, où C est une constante. 
Ces points sont sur une courbe tracée en pointillés. Si l'hypothèse fondamentale 
était satisfaite^ les courbes correspondant à diverses valeurs de la constante C 
seraient des horizontales. Si par Fallongement il se produisait un écroaissagc 
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diminuant la fluidité, ces courbes tourneraient leur concavité vers le bas. Or, 
^expérience montre qiûelles tournent leur concavité vers le haut. 

On est donc bien forcé d'admettre, indépendamment de toute théorie, que ta 
vitesse d'allongement v est fonction, non seulement de la charge par unité de sur- 
face de la section (c'est-à-dire du produit PL), mais encore fonction de la lon- 
gueur actuelle. L'arllongenfient a pour effet de rendre la fluidité apparente plus 
grande, de diminuer la viscosité. On doit écrire v = y,.(PL), y^ indiquant que la 
fonction ^ dépend de rallongement; de plus ^ croît quand L croît. 

Mais on ne saurait trop insister sur ce point, rien ne prouve qu'il s'agisse d'un 
écrouissage de la matière du fll ; il est plus probable que le fll se désagrège plus ou 
moins en tant que solide géométrique, sans que la matière se modifie sensiblement. 

14. Détermination de la fonction o. — Pour se rendre compte de la variation 
de la vitesse avec la charge par unité de section, on est donc conduit à opérer sur 
des fils également allongés; comme les fils ne sont pas nécessairement iden- 
tiques, on doit croiser les expériences. 

Une circonstance rend moins inextricable le problème : l'expérience prouve 
que la vitesse pour une longueur donnée est indépendante de la manière dont 
on atteint cette longueur, 

La démonstration repose sur deux séries d'expériences. 

Première série, — On amène le fil d'une même longueur initiale L© à une 
éme longueur finale L| avec des vitesses difl^érentes. Pour cela on opère à 
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charge P, P', P''^, constante pour un es.sai, variable d'un essai à l'autre. Il s'agit de 
démontrer que le fil est dans le même état sous la longueur finale Li, quelle que 
soit la valeur de la charge P qui l'amène à cette longueur i^fig* 2). 

Pour prouver cette identité, au moment où l'on atteint la longueur L|, on rem- 
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place brusquement la charge P par une charge P|, la même pour tous les fils. 
L'expérience montre que les vitesses d'allongement, sous cette charge invariable P| 
et pour les mêmes longueurs, sont identiques, quelle qu'ait été la préparation. 
Les courbes i> = Çl(Pi L) doivent se superposer. 

On pourrait faire l'eipérience en amenant à la longueur invariable L|, non plus 
à charge constante, mais par un procédé quelconque. 

Seconde série. — Elle n'est qu'une modification de la première (Jig' 3). 

Avec chacun des fils on décrit : i° une portion de la courbe de charge avec une 
charge, toujours la même Po, jusqu'à des allongements L, L', U pour les expé- 
riences consécutives; 2° on continue avec une charge, toujours la même, P|. 
D'une expérience à l'autre et, par conséquent, d'un fil à l'autre, on fait varier L. 
On doit obtenir pour les vitesses, si les fils sont identiques, deux courbes en tout, 
i^Q= cpj^(PoL) et l'i = <pj^(P, L); l'une correspondant à la charge Pq, l'autre à la 
charge P| . On utilise seulement dans les expériences successives des portions 
plus ou moins grandes de chacune de ces courbes. 

io. Comparaison des courbes à charge constante. Croisement des expé- 
riences, — Grâce aux expériences précédentes, on peut, dans la comparaison des 
courbes à charge constante, procéder d'une manière qui élimine la part d'incer- 
titude provenant di; la non identité des fils sur lesquels on expérimente. Si la 
manière d'atteindre un allongement n'influe pas sur l'état du fil sous cet allonge- 
ment, on peut obtenir sur un même fil les courbes à charge constante correspon- 
dant à plusieurs charges, deux ou trois dans la pratique. L'expérience consistera 
à imposer successivement et en les croisant les deux charges Po et P<, ou les trois 
charges Po, P|, P2 et è déterminer les vitesses d'allongement en fonction des lon- 
gueurs. On obtiendra deux ou trois systèmes de points qu'on joindra par des 
courbes continues. On aura ainsi les courbes i'o, ^i, ^^2 à charge constante, comme 
si on les avait obtenues sur des fils diflerents et identiques. 

Vitesses initiales. — On appellerait vitesses initiales les vitesses qu'on obtient 
en prolongeant par extrapolation les courbes jusqu'à la longueur initiale Lq. Il est 
clair que l'une d'entre elles seule peut être effectivement obtenue pour Lo. 
L'expérience montre que ces vitesses sont très sensiblement proportionnelles 
aux carrés des charges. 

16. Fonction de désagrégation. — Toutes les expériences précédentes satis- 
feraient à l'hypothèse suivante : 

(;=z(p(PL)<^(L). 

La fonction 4>, déterminée une fois pour toutes, pourrait s'appeler /onction de 

Fac. de T., i* S., VII. 5l 
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désagrégation. Cherchons quelles conséquences résulteraient de la forme précé- 
dente. 

Considérons deux courbes Po et P| (P| > Po); elles auront pour équation 

ro=o(PoL)<I>(L), ^»=zQ(P,L)*(L); 
d'où 

i't _ o(P|L) 

II paraît difficile de ne pas admettre que, si grande que soit la vitesse de défor- 
mation, on ne pourra pas dépasser une certaine valeur limite F du produit PL qui 
mesure la force par unité de surface. 

On peut poser, par exemple, v= p/_ p, j^, ^ ( J ) ; d'où ;;J = pi pZTpriT- 

Pour deux charges, P| et P©, le rapport P| \Vq doit croître avec la longueur L 
sous laquelle se fait la comparaison. 

Pour de petites charges, les vitesses sont sensiblement comme le carré des 
charges. 

Si le produit P|L s'approche de F, la vitesse v^ croît au delà de toute limite. 

Une hypothèse plus générale consiste à admettre que la fonction 4> n'inter- 
vient pas en facteur, mais s'introduit comme une modification des paramètres o 
et F. 

17. Décharges décroissantes. — Les corps à frottement solide, dont le cuivre 
est le type, deviennent parfaitement élastiques (au moins approximativement et 
en négligeant la réactivilé) pour toute charge supérieure à celle qu'ils ont subie 
une fols. Au début de la décharge, le cuivre continue bien de s'allonger; il ne 
présente pas, en effet, le type à frottement solide pur; mais, dès que la charge est 
suffisamment inférieure à la charge maxima, tout allongement cesse. 

Pour les métaux visqueux, rien de semblable. 

On charge un fil d'un tel métal proportionnellement au temps, on décharge 
suivant la même loi; on devrait obtenir, diaprés les hypothèses précédentes, 
un allongement plus grand que pendant la charge, parce que les mêmes charges 
sont appliquées le même temps : 

i"" A un fil dont le diamètre est plus petit; 

2" A un fit plus facilement déformable, puisqu'il est allongé. 

Or, l'expérience prouve que Yallongement pendant la décharge est plus 
petit que pendant la charge, pourvu qu^on n^ opère pas sur un fil déjà consi- 
dérablement allongé. Donc les phénomènes sont plus complexes que nous ne 
l'avions d'abord imaginé : les vitesses de déformation actuelles ne sont pas indé- 
pendantes des vitesses de déformation antérieures. Il faut admettre que, pour 
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une charge actuelle donnécy la vitesse d^ allongement est plus petite quand 
elle est décroissante que quand elle est croissante, pourvu, bien entendu, 
que la variation soit assez rapide. 

Celle généralisalion ne peul servir à expliquer les anomalies du n" H, puis- 
que alors on devrait obtenir une charge constante; nous sommes forcés de main- 
tenir l'hypothèse de la désagrégation. 

Le fil, une fois déchargé, on recommence Topéralion. Tandis qu'un fil en 
cuivre ne s'allongerait pas pour les petites charges et ne recommencerait à s'al- 
longer que pour des charges peu inférieures à la charge maxima subie, le fil d'eu- 
tectique s'allonge dès le début de la charge. On obtient ainsi les courbes repré- 
sentées dans une des figures du Mémoire de M. Carrière. La confusion entre les 
deux types n'est pas possible. 

Si l'on opère toujours sur un fil de cuivre, mais à des températures de plus en 
plus élevées, on trouve des courbes dont l'allure se rapproche exactement de celle 
qui caractérise les métaux visqueux. J'ai déjà montré que la vitesse de déforma- 
lion intervient déjà fortement à 3oo** sur la forme drs courbes de traction. 

18. Décharge brusque, on recharge proportionnellement au temps. — 
Chargeons jusqu'à la charge P| proportionnellement au temps. Déchargeons brus- 
quement; la longueur reste ce qu'elle était pour la charge P|, au petit raccour- 
cissement purement élastique et à la réactivité près. Rechargeons de nouveau 
jusqu'à P|, recommençons l'opération un certain nombre de fois : les phénomènes 
sont alors singulièrement différents j)Our le cuivre et pour l'eutectique. 

A mesure que le nombre des opérations croît, la courbe de charge du cuivre 
devient de plus en plus parfaitement rectiligne et verticale, la courbe de charge de 
Teutectique de plus en plus inclinée. D'après le principe de Coulomb, le cuivre, 
dès la seconde opération, est à peu près parfaitement élastique; l'eutectique a, 
pour les opérations successives, un diamètre initial plus petit, une longueur plus 
grande; il est devenu aussi plus déformable du fait de son allongement même. 

19. Ecrouissage, — Si nous opérons avec de fortes charges, Técrouissage, à 
supposer qu^il consiste dans une augmentation de la viscosité, se trouvera immé- 
diatement masqué par l'augmentation apparente àa fluidité que j'attribue à une 
modification, non de la matière, mais de la forme géométrique du fil. Il faut donc 
essayer avec de très petites charges. L'expérience prouve que la vitesse d'allon- 
gement, sous charge faible et constante, commence par décroître; elle passe par 
un minimum et croît à nouveau. Le minimum a lieu pour un allongement petit 
et sensiblement le même, quelle que soit la charge employée. 

Cet ecrouissage peut être de deux sortes. Ou bien il peut se produire une 
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modificalion dans la grandeur du frollemenl visqueux, ou bien il peut exister un 
petit frottement solide. Dans ce dernier cas, pour une charge suffisamment petite, 
rallongement permanent doit être strictement nul, à température constante. Dans 
le premier, il ne peut jamais y avoir équilibre, si petite que soit la charge ; il y a 
toujours allongement permanent. C'est bien ce qui semble se produire. 

H ne faut pas oublier que le métal le moins écroui est ici celui qui sort de la 
filière, parce qu'il passe dans la filière, autant dire a Tétat liquide. 

En définitive, nous avons trois phénomènes qui se superposent : 

i" Un petit écrouissage dû à la déformation, c'est-à-dire une petite modification 
permanente que les déformations ultérieures ne supprimeront pas, mais feront au 
contraire tendre vers une limite par des modifications de même sens. 

2^ Une désagrégation qui doit principalement porter sur la forme géométrique, 
peut-être sans modification dans la matière. 

3" Des modiGcations subpermanentes ^ fonctions de la manière dont on a pro- 
duit les déformations immédiatement antérieures, en particulier fonction de Tac- 

dv 
céléralion -j-\ ces modifications moins profondes disparaissent rapidement. 

Nous verrons plus loin avec quelle facilité on met en évidence ces derniers phé- 
nomènes. 

20. Grandes déformations par torsion, — Quand on opère par torsion, il y 
a une simplification due à ce que la forme géométrique reste la même, et une 
complication due à la non homogénéité de la déformation. Tant qu'il s'agit des 
phénomènes généraux et de leur élude qualitative, l'inconvénient cède le pas à 
l'avantage. On trouve immédiatement, en imposant des vitesses de torsion con- 
nues, que le couple croît moins vite que la vitesse. La courbe (vitesse de défor- 
mation en abscisses et couple en ordonnées) est parabolique et tourne sa conca- 
vité vers Taxe des abscisses. On peut admettre, comme nous l'avons fait plus 
haut (n° 16), que, la vitesse de déformation croissant indéfiniment, le couple tend 
vers une limite : la courbe aurait dans ces conditions une asymptote horizontale. 
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21. Elasticité parfaite, — Nous supposerons maintenant les déformations 

assez petites pour qu'on puisse considérer la forme comme à peu près invariable. 

Nous ne pouvons plus négliger l'élasticité parfaite, l'équation fondamentale 

devient 

t/a? = KcrX + 9(X)rf/. 

Si la déformation est grande, la vitesse de déformation est énorme par rapport 
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à la vitesse de varialion de charge et nous revenons à l'équation 

g = . = <p(X). 

Admettons, pour fixer les idées, que 'f (X) soit de la forme 

yX« 
F*-X«* 

Produisons une déformation brusque; la force atteint une valeur Xq. Si l'on 
maintient invariable la valeur de x^ la force décroît suivant Téquation 

— d\ I .., . rKd\ 



dt 






Avec la forme particulière admise 

en prenant pour origine des temps le moment où l'on abandonne le système lui- 
même. Aussi la force doit redevenir nulle en un temps que Téquation précédente 
indique comme infini et qui, pratiquement, est considérable. 

Mais le caractère de cette déperdition est tout diflerent dans les métaux à 
frottement solide. Ici la limite de X est bien nulle, si petite qu'ait été la force 
initiale Xq. 

On peut étudier directement la loi de déperdition pour la torsion avec un dyna- 
momètre. 

22. Elude de la courbe de torsion à vitesse constante. — En utilisant la 
courbe de torsion, on peut opérer sur des déformations beaucoup plus petites et 
suivre le phénomène dans la région où interviennent les déformations élastiques. 

Admettons que la déformation se fasse avec une vitesse constante, x = at. 
L'équation générale devient dx\^a — ©(X)] = aKrfX. 

Quelle que soit la fonction ©, on peut avoir une idée nette de la courbe. Déve- 
loppons le calcul, dans le cas où la fonction cp(X) est de la forme cpX^, 

dœ—.aK 



a — ©X' 



Posons a : = A^; on a x= — log-r rr« 

* 2 ^ A — A 
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La courbe OABD {Jig. 4) part de l'origine suivant l'inclinaison OT caractéris- 
tique, rf:r=KrfX. Elle aboutit à une asymptote MN, définie par la condition 
X;,! = A = y/a : 'f. 

Le couple limite est proportionnel à la racine carrée de la vitesse constante de 
torsion. 



Xm.A 




Si l'on choisissait la forme 



oX* 



les positions de l'asymptote seraient données par la condition 



X» 



^-=v^= 



les couples X^ croissent encore moins vite. Pour une vitesse infinie, Xot= F. 



23. Cycle parcouru à vitesse constante avec arrêt au bout du cycle. — 
Supposons que Ton déforme suivant la loi x = at jusqu'à la valeur Xq^ puis qu'on 
revienne à la force nulle suivant la même loi, avec un arrêt T plus ou moins grand, 
à l'extrémité du cycle. On peut se proposer de calculer la valeur x^ qui corres- 
pond au retour à la force nulle et qui mesure la déformation permanente. Il est 
évident, quelle que soit la fonction o employée, que la déformation x^ est, pour 
un Xq donné, d'autant plus grande que a est plus petit et T plus grand. 

Parvenu en un point D de la courbe précédemment étudiée, où le couple est X^. 
nous maintenons l'azimut constant : la déperdition se fait suivant la loi : 

Ké/X-f-9(X)t// = o. 
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Si par exemple ç(X) = 'f X^, on détermine le couple X| au point E, en fonction 
du temps d'arrêt T, par l'équation 



? \X, Xo/ 



Enfin, revenons suivant la même loi x = at^ au couple nul : nous décrivons la 
courbe EFG qui aboutit à l*axe des x^ suivant l'inclinaison caractéristique. Pour 
peu que le temps T soit long, le point E est assez bas, X| est assez petit pour 
qu'on puisse admettre que la courbe de retour EFG est recliligne et possède l'in- 
clinaison caractéristique. 

Cette expérience ne peut pas distinguer les métaux visqueux des métaux à 
frottement solide, autrement que par la grandeur du parcours ED et ce fait 
que la limite du point E est pratiquement le point 8 lui-même. 

24. Etude de la courbe de torsion parcourue à vitesse toujours de même 
senSj mais variant suivant la loi ç = a -h bsimot, — Une équation de la forme 

v=za -h bsin(ùtr=zK-j- -h©(X) 

dt ' 

rend compte au moins qualitativement des phénomènes observés. 

Si la période T = co I ait est très longue, la variation du couple est lente et l'équa- 
tion se réduit sensiblement à i'=:o(X). On peut poser, comme première approxi- 
mation, V = <pX^; on se rend compte ainsi de la forme en croissant que prennent 
les cycles à longue période dans le plan des r, X. Ils se réduisent à peu près à des 
morceaux d'une même courbe parabolique, quand on fait varier a et 6. 

Si au contraire la période est courte, le premier terme du second membre n'est 
plus négligeable. On peut poser, comme première approximation, 

o(X) = cpXS X=:A-hBsin(û)^ — P)-hCsinr2û)^ — y). 
Substituant, on tire d'abord les conditions 

a^cpAS B =-—==, tangP— — — =. 

y/ K* oj* H- 4 9 a 2 y a 9 

Les deux premiers termes de X sont les plus importants; ils donnent un cjcle 
elliptique : B diminue à mesure que la période décroît, c'est-à-dire que oj croit. 

Le grand axe de l'ellipse se redresse, ^ se rapproche de - quand la période décroît. 
23. Réactivité, — L'expérience prouve que l'eutectique présente de la réacli- 
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vilé et que ce phénomène y suit sensiblement les mêmes lois que dans le cuivre. 
Dans rhypoihèse d'une hétérogénéité de la matière, on est ainsi amené à conclure 
que la réactivilé forme avec l'élasticité parfaite un groupe connexe dont les lois 
sont indépendantes de la manière dont les éléments qui leur servent de substra- 
lum sont liés les uns aux autres (frottement solide ou visqueux). 

Mais, et j'insiste sur ce point pour des raisons qu'on verra plus tard, il ne faut 
pas chercher dans les équations que nous avons admises jusqu'à présent (au moins 
comme forme) une représentation même grossière des phénomènes de réactivité. 
Il faudrait ajouter un ou plusieurs termes dépendant d'une hypothèse supplémen- 
taire. 

Dans une classification correcte des phénomènes, les pertes de couple signa- 
lées au n° 23 à azimut constant suivant DE ne sont quen partie dues à la réacti- 
vité; en partie, elles correspondent à un glissement permanent. Il existe à ce sujet 
dans mes Mémoires un flottement de nomenclature bien excusable, si l'on pense à 
la difficulté de distinguer les éléments constitutifs de phénomènes aussi complexes. 



CYCLES DE TORSION IMPOSÉS SUIVANT UNE LOI SINUSOÏDALE EN FONCTION DU TEMPS. 

26. Résultats expérimentaux , — La description de ces cycles a atteint une 
grande perfection grâce à la technique que j'ai proposée depuis longtemps. Ils 
sont destinés à servir de tests aux théories. Je vais résumer les résultats de M. Car- 
rière pour Teutectique et leur comparer les résultais des diverses théories. 

La torsion est représentée par l'équation x = Asintùt, On attend que le cycle 
soit fixé; il admet alors Torigine des coordonnées comme centre et se rapproche 
beaucoup d'une ellipse, tant que l'amplitude n'est pas énorme. Nous admettrons 
cette forme dans la discussion et poserons : X = Xo sin((o/ — y). 

Le couple maximum est X© ; appelons W l'aire de l'ellipse; ^ l'angle que fait 
avec l'axe des x le diamètre des cordes verticales, e l'angle que fait avec Taxe 
des X le diamètre des cordes horizontales. On a 

XoCOSX ,„,,„e._ ^0 



W = 7:AXoSinx, tangi}' = r — -y tange = 



A cosx 



Etude des couples maximums Xq {fig- 5). — On peut poser 

X,=/,(T)[A-/.(T)A'], ^<o. 
T est la période du mouvement oscillatoire imposé a? = Asinto/. 
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En fonclion djs amplitudes (période conslante) les courbes (faisceau I) donnant 

Fig. 5. 



maximums 



Couol*9 Xe 




Amplitudes A 




Périodes T 



Xq en fonclion de A sont paraboliques : Xo croît moins vite que l'amplitude. 
A mesure que T diminue, le coefficient du terme A^ augmente, y*2 croît. 

En fonction de la période (amplitude constante) les courbes (faisceau II) sont 
hyperboliques. 

Si fi, était une constante, elles se déduiraient les unes des autres par dilatation 
verticale dans un rapport constant. Comme f^ décroît quand T croît, le terme 
souslractif décroît. La quantité par laquelle il faut multiplier les ordonnées de la 
courbe A| pour obtenir A2 croît donc quand la période croît. Comme il s'en 
faut d^assez peu que f^ ne soit une constante, les courbes du faisceau II se 
déduisent à peu piès les unes des autres par dilatation verticale dans un rapport 
constant. 

Étude des aires W {fg, 6). — On peut écrire : \N =f^{T)[l^-^ f,{T)K^], 




Amplitudes A 



En fonction de l'amplitude (période conslante) les courbes I sont des paraboles. 
En foijction de la période, les courbes II présentent un maximum qui a lieu pour 
une période croissante à mesure que l'amplitude diminue. 

Fac.de T.,'î* S., VII. 52 
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Si /!| était constant, les courbes de chacun des deux faisceaux se déduiraient de 
Tune d'entre elles par dilatation verticale dans un rapport constant. Il n*cn est pas 
ainsi, ne serait-ce qu^à cause du déplacement du maximum du faisceau II. 

En fait : -i^ < o. Voici deux preuves à Tappui. 

Comparons deux courbes de faisceau II, Tune pour une amplitude A| petite, 
l'autre pour une amplitude Â2 grande. Pour la première nous avons sensi- 
blement W| =/3(T)A|, le second terme devenant négligeable. Pour la seconde, 
W, = /,(T)A,[i4-/,(T)A,]. 

Pour que le minimum corresponde sur la courbe II à une période plus petite, 
il faut que \ -{- fkÇ^) ^2 diminue à mesure que T croît. Donc /^(T) diminue 
quand T croît. 

Parlons d'un courbe I correspondant à la période T3. Comparons les aires pour 
deux amplitudes A| et A2. Le rapport 

\\%, _^ A, i-4 -/.(T3) A» 
\V„ " A, i-+-yuT3)A, 



a une certaine valeur. Pour une autre courbe T2 de période plus petite, le même 
rapport a une valeur plus grande. Doncy*^ doit croître quand T diminue. 

Élude du diamètre des cordes verticales {fig. 7). — Le diamètre des cordes 

verticales de l'ellipse fait un angle '} avec Taxe des abscisses sur lequel sont portés 

les a:. 

Fig. 7. 



— T. 

Amplitudes A 




En fonction de l'amplitude (faisceau I), on a 



lang^. =/,(T) -/e(T) A ; ^ <o. 



dj\ 
dV 



dh 



di 



7 <o. 



A la vérité, les courbes obtenues ne sont |)as slriclement des droites, mais des 
courbes hyperboliques qui admettraient Taxe des amplitudes pour asymptotes. 
En fonction de la période ( faisceau 11), les courbes sont hyperboliques. 
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Comparons deux courbes pour les amplitudes A| et A2 : 



^ ^^ ,4 4X^/6 



PQ=zlang^»-lang^,=:(A,-A,)/e(T) -^^^ .^(A,-A.)^ 

Or PQ diminue quand T augmente, ce qui est bien conforme aux conditions 
posées. 

Élude du diamètre des cordes horizontales. — On obtient des courbes tout 
à fait analogues à celles qui se rapportent au diamètre des cordes verticales. 

27. Hypothèse de Coulomb, Stockes, L, Kelvin, — 11 y aurait une sorte de 
frottement proportionnel à la vitesse de déformation : 



W=:^^^, lang({/ = r, iang£ = r-t-^. 

Cette hypothèse ne satisfait pas aux résultats expérimentaux. L'aire n'a pas de 
maximum en fonction de T; elle tend vers 00 quand T tend vers o. L'angle i est 
constant. Le couple maximum croît linéairement en fonction de l'amplitude; il 
tend vers une limite finie, Xo= AF, quand T devient infini. Il n'y a donc aucune 
chance pour que ce système d'hypothèses ait quelque rapport avec la réalité : 
c'est cependant pour les métaux visqueux qu'il est le moins improbable. 

28. Hypothèse de M. Brillouin, — Un cas particulier d'hypothèses plus géné- 
rales proposées par M. Brillouin se traduit par l'équation que nous avons déjà 
utilisée comme cas particulier d'hypothèses très différentes : 

r/^ = K rfX -f- 9 X dt, 

2 TT A 

Remarquons que, dans cette hypothèse et dans le cas plus général où l'on aurait 

dxz=:Yid\-\'0{\)dt, 

la courbe couperait l'axe des x suivant une direction invariable définie par la con- 
dition dx=^¥^dx\ car, d'après la nature du phénomène, on devrait avoir es (0) = o. 
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Lorsque la courbe est une ellipse, le diamètre des cordes horizontales est paral- 
lèle à celle direction : l'angle £ est constant. Nous savons que l'expérience ne con- 
firme pas ce résultat. 

L'expression donnant les aires est qualitativement conforme à l'expérience; 
nous avons une courbe parabolique en fonction de A (il est vrai, privée du terme 
en A que donne l'expérience) et un maximum en fonction de T. L'aire est nulle 
pour T=o et T=:oo. L'aire est maxima pour une période T,M=2itK:9: 
on a Wm=-A2 : 2K. 

Pour les courtes périodes, on a sensiblement W= A*oT : 2R*. 

Pour les longues périodes, W diminue hjrperboliquement suivant la formule 

W = 27:«A':9T. 

On peut écrire : longues périodes, W = aW^T,,, : T; courtes périodes, 
W = uW„T:T„. 

Pour les courtes périodes, Xq est constant; la courbe Xo en fonction de T 
débule normalement à l'axe des ordonnées. Ce n'est pas conforme à l'expérience; 
reste à savoir si l'on possède bien le début de la courbe expérimentale. 

Même remarque pour langtj^. 

En somme, ce système d'hypothèses, tout en n'étant pas parfaitement satisfaisant 
pour ce qui a trait au diamètre des cordes horizontales, redonne l'essentiel des 
résultats expérimentaux. Il faut remarquer qu'il suppose les phénomènes actuels 
indépendants des phénomènes antérieurs; il laisse de côté non seulement la réac- 
tivité, mais encore les modifications que les variations de vitesse apportent sûre- 
ment à la forme de la fonction o. 11 peut donc être complété sans difficultés mathé- 
matiques et sans contradiction logique. 

29. Généralisation de M. Britlouin. — M. Brillouin propose une généralisa- 
tion qui revient à superposer l'hypothèse de Coulomb et se traduit par l'équation 

djc . d^x ^ c/X -, 



X,= -—= 4/ I -i =fJ, tangY=-i — , \, y 

\/T'o'-4-47t«K'V T' ^^ w «5>/,-K 



V/T'9 

Il est douteux que cette généralisation soit acceptable. Elle donne bien pour £ 
un angle croissant quand la période diminue, mais l'aire ne présente plus de 
maximum ; pour T = o, W = 00. 
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30. Autres généralisations, — i** Reprenons l'équalion plus générale 

da: = Kd\-i-(^(\)dt. 

Nous avons déjà vu que, quelle que soil la forme de la fonction o, puisque par 
essence on doit avoir ç(o) = o, la courbe doit couper Taxe des x suivant l'incli- 
naison caracléristique de l'élasticité parfaite : dx = Kd\. 

Donc l'hypothèse est certainement insuffisante. 

On peut montrer que, quelle que soit la forme de la fonction ç, Taire W com- 
prise dans la courbe s'annule pour une période nulle et varie proportionnellement 
à la période pour une période petite. Comme pour T = oo, on a sûrement W == o, 
il n'y aura pas de difficulté du côté des aires. 

2" On suppose le frottement visqueux ou r élasticité fonction de la période, 
— Il est bon de remarquer que cet ordre d'hypothèses n'a plus rien qui ressemble 
à une théorie. On pourra toujours, en introduisant la période dans les paramètres, 
faire coïncider le résultat avec ce que l'on voudra; mais on ne pourra plus inter- 
préter ce résultat d'une manière générale et indépendante de la forme sinusoïdale 
imposée au parcours. 

Il est clair que, si nous remplaçons K par K — R'w, la courbe coupera 
l'axe des x suivant une direction qui devient d'autant plus verticale que co est 
plus grand et par conséquent que la période diminue. Comme la courbe reste 
une ellipse, le diamètre des cordes horizontales se redresse à mesure que la 
période diminue. Quant à l'aire W, elle reste encore nulle pour ï = o et 

1 =00. 

En déHnitive, il n'y a chance d'espérer représenter les résultats que par une 
théorie plus complète comprenant la réactivité et faisant influer sur la loi de 
déformation actuelle les déformations antérieures. Mais j'hésite à penser que la 
inanièredont jusqu'à présent on a traité la réactivité puisse être de quelque utilité. 



OSCILLATIONS LIBRES. 



31. Impossibilité d'emploi de la méthode des oscillations libres, — Cette 
méthode consiste à suspendre une masse de moment d'inertie I au fil étudié, à 
écarter de la position d'équilibre et à déterminer la loi des oscillations de torsion. 

Elle est souvent inapplicable, parce que : i** le fil de matière franchement vis- 
queuse ne supporte que des charges très petites; 2" Tamortissement est si grand 
que le nombre des oscillations est insuffisant pour qu'on puisse déterminer sur 
elles quoi que ce soit avec précision. 

M. Brillouin a étudié théoriquement ce cas {loco citato, n"* 32 et 37) dans 
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riiypolhèse simple du n® 28. On a 

, ci*.r dx --^ d^ u - du 



La durée d'oscillalion esl T = ^^^ • V/ïi? — Tk»* 

L'oscillalion est sinusoïdale amortie, de la forme X = Xoe~^'sin(»)^, / = ^:2K. 
Le décrément logarithmique est : âT = cpT : aR. 
11 est proportionnel à la période et indépendant de Tamplilude. 
Comparons à ce que donne Tliypollièse classique de Coulomb (n'^ST) : 



dt' -" dt y/4ri-/' 

).=i-4' /.T=:/T:2l. 

21 

Éliminons I en nous servant de la formule approchée : 



= 2 7r^-{.; 



il vient XT = 27:^/: FT. Ainsi le décrément esl ici en raison inverse de la pé- 
riode et indépendant de l'amplitude. Les caractères des deux amortissements en 
fonction de la période sont tout différents. 
Étudions la variation de la période 

rp 27r _ 27rvHC 






Si I est assez petit, le premier terme l'emporte beaucoup sur le second; on a 

simplement T = 2Tcy/lK, absolument comme pour un fil parfaitement élastique. 

La période est proportionnelle à y/ï. Pour de grands moments d'inertie, il n'en 

est plus ainsi. La période croît plus vile que ^1, puisque le dénominateur décroît 
à mesure que I augmente. 

Si l'on admettait que la durée d'oscillation doit se calculer comme première 
approximation avec l'inclinaison des cordes verticales, 

'ï = 2T.m', K'=— ^=2!^i^ (a- 28). 
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On irouveraît pour la période : 






\/'-'-i 



32. Oscillateur suspendu par un fil aussi parfaitement élastique que pos- 
sible et soumis au couple de torsion du fil visqueux et à son amortissement, — 
Malheureusemcnl la inélhode des oscillations libres est inapplicable pour les 
raisons que nous avons dites. On doit la modifier dans un sens qui la rapproche 
beaucoup de la mélhode des cycles de torsion imposés : il devient impossible de 
déterminer les amortissements. D'ailleurs, si intéressantes que soient les méthodes 
que nous allons passer en revue, elles doivent céder le pas à la méthode dynamo- 
métrique, quand des considérations d'installation matérielle ou de grandeurs de 
la période ne forcent pas à abandonner cette dernière. 

J'ai indiqué, voici plusieurs années, une méthode pour étudier l'énergie perdue 
par un fil tordu dans un cycle d'opérations. Un oscillateur, de moment d'inertie I, 
est suspendu à un fil auxiliaire aussi parfaitement élastique que possible. Soit F 

la constante de torsion : tordu d'un angle a?, l'énergie potentielle est W = • 

L'étude de la loi d'amortissement, c'est-à-dire de la loi de variation de l'ampli- 
lude en fonction du numéro d'ordre de l'oscillation, fournit l'énergie dissipée AW 
pendant chacune des oscillations. 

On peut, en faisant varier le moment d'inertie, déterminer à l'avance l'énergie 
absorbée par le système pour une oscillation, en fonction de la période et de l'am- 
plitude. Celte absorption est due tant au fil qu'à l'air dans lequel se fait 
Toscillalion. 

Suspendons maintenant le fil à étudier (fil 2) axialement sous le fil auxiliaire, 
et fixons Texlrémité inférieure sous une charge convenable et de manière qu'il 
soit parfaitement vertical. 

Supposons que tout se passe comme s'il était caractérisé par une constante Fi 
et comme s'il absorbait par cycle une quantité d'énergie AW|. 

Pour le même moment d'inertie l de l'oscillateur, les périodes avec ou sans 
le fil 2, sont 



T = 2uy/i, T.= 2,îy/j^; 



d'où 



Xî 



r "" Tj 



r, = r 



(ti-O- 



On peut ainsi déterminer F^ en fonction de T|. 
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Mais d'autre part nous savons que, pour celte période T| et pour Tamplilude 
actuelle Xq^ la diminution d^amplitude sans le fil 2 est Ix. Avec le fil 2 elle 
est AjTi. 

On a donc AW = Txq Ajc, AW = Txo A^, . 

L'énergie dissipée par le fil 2 est AW| = VxQ(/iXi — \x) = AW — AW. 

Il n^y a dans cette façon de procéder qu\ine h)'pothcse. Quand on ajoute le fil 2, 
la période passe de T à T| sans qu'on ait changé le moment d'incTlie. Or, pour 
déterminer l'absorption AW du fil i seul avec cette même période T,, on doit 
diminuer le moment d'inertie. Il faut donc admettre que Vabsorplion d^énergie 
par Vair est, pour une période donnée, très sensiblement indépendante du mo- 
ment d'inertie et, par conséquent, de la forme de l'oscillateur, si l'on modifie 
le moment d'inertie par un changement de forme. 

Il est facile de voir dans quel sens est l'erreur. Généralement, pour diminuer le 
moment d'inertie, on rapproche des masses de l'axe de torsion; on diminue donc 
la résistance par l'air. On risque donc d'évaluer trop bas la déperdition AW et 
par suite trop haut la dissipation AW|. Il serait imprudent de changer le moment 
d'inertie en modifiant la charge du fil 1. On peut tourner la difficulté en échan- 
geant les places de corps de même forme extérieure et de masses différentes. 

33. Application de la méthode. — La méthode n'est donc vraiment pratique 
que si l'amortissement dû à l'air et au fil i est petit vis-à-vis de l'amortissement 
dû au fil 2. Il faut de plus que ce dernier amortissement soit Ini-méme pelit 
vis-à-vis de la réserve d'énergie potentielle du fil i. D'où résultent des conditions 
contradictoires. 

Pour que W soit grand, il faut que F soit grand. La détermination de r« se fait 
alors sans grande approximation, parce que le rapport T:T| est très voisio de i. 
D'autant qu'une erreur sur T ou T| donne une erreur double sur T^ : TJ. 

On est conduit à scinder l'expérience en deux parties. Dans une première, on 
prend le fil i relativement gros. La durée d'oscillation est peu modifiée par 
l'adjonction du fil 2, ce qui a l'avantage d'une détermination commode de AW. On 
détermine ainsi les dissipations d'énergie dues au fil 2; son module de torsion est 
mal déterminé. Dans une seconde expérience, on prend le fil 1 fin. On déter- 
mine avec une approximation meilleure le rapport FlT,, mais l'absorption, 
d'énergie est mal déterminée, parce qu'on est forcé d'avoir recours à un entrelien 
extérieur de Toscillation qui, sans changer notablement la durée d'oscillation, 
introduit une complication considérable dans la mesure de l'énergie formée et 

dissipée. 

M. Carrière n'a utilisé que cette dernière méthode. 

JNous savons {Journal de Physique, t. I, 1902, p. 21) que, pour des fils de 
cuivre étirés ou recuits, il est à peu près impossible de constater une différence 
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entre ]a période calculée par la formule T= 2Try/I:r et la période déterminée 
expérimentalement. Au contraire pour le fil d^eutectique il n'existe pas une 
constante Fi indépendante de la période. Conformément à Texpression plus 
générale de M. Brillouin, ce paramètre décroît à mesure que la période aug- 
mente. 

34. Diverses formes d^ entretien, — Le mode d'entretien théoriquement le 
plus simple consiste à imposer à l'oscillateur un couple connu C sur un parcours 
angulaire connu AQ, au voisinage de la position d'équilibre pour ne pas changer 
la durée d'oscillation. Le travail fourni est CAO. Comme la durée d'oscillation est 
variable, et par conséquent aussi la vitesse maxinia au passage par la position 
d'équilibre, il est à peu près impossible d'appliquer cette méthode sans employer 
un entretien automatique, contacts à mercure et passage d'un courant i connu 
agissant sur des aimants permanents liés à l'oscillateur. La longueur / des contacts 
est indépendante et de l'amplitude et de la vitesse : l'énergie fournie est propor- 
tionnelle à li. J'ai appliqué cette méthode à Fétude du caoutchouc. 

Si l'entretien n'est pas automatique, il n'est pratique que d'imposer un couple 
pendant un temps donné, CA/, ou plus généralement de produire une impui- 

sion 

dant un temps invariable A^; le champ agit sur un aimant permanent lié à Toscil- 



r 

;ion 1 Cdt. Par exemple on lance dans une bobine un courant i constant pen- 



^t 



lateur. Ou bien on lance une quantité d'électricité connue / idt] le courant 

n'a plus besoin d'être constant, ni le temps A^ connu. Cette méthode d^entretien 
est beaucoup moins simple que la précédente, comme le montre le calcul suivant. 

On donne à un pendule une impulsion d lors du passage par la verticale, on 
demande quel est le travail fourni au pendule. 

Soient I le moment d'inertie, C le couple à chaque instant. Par définition l'im- 
pulsion a pour expression 

5 = Te dt. 

Soient u la vitesse angulaire, W l'énergie contenue dans le système oscillant 
W^ la' ; 2. On a d'ailleurs, d'après les lois de la dynamique, 

L'énergie fournie est mesurée par Vimpulsion multipliée par la vitesse 
angulaire actuelle. — Soit = Qq^îi^^^ la loi du mouvement. La vitesse u au 
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passage par la positioa d'équilibre est 






> 



!="• 



. . ; ; 



On a vu dans le Mémoire de M, Carritre quelles difOcultés présente rapptrca- 
lion de celle mélhodc quand la quanlilé d'énergie à fournir esl faible. On ne peut 
compter dessus pour mesurer la dissipation d'énergie. 



• THÉORIE DE M. BRiLLOiJiN {AiiH. de P/iys., 7' séric, \, XIII, 1898). 

3o. Théorie de M. Brillouin. — M. Brillouin a donné en 1898 une théorie des 
déformations permanenles, fort remarquable en soi, mais que, faute d'expé- 
riences, il a appliquée à des cas pour lesquels elle ne semble pas faîle. Il est aisé de 
trouver une interprétalion pFus satisfaisante des hjpothèses sur lesquelles il 
s'appuie, l'interpréta lion actuelle modifiant complètement la physionomie des 
expériences qu'il cherche à expliquer. 

Tandis qu'il applique sa théorie aux métaux à frottement solide (cuivre), elle, 
convient plus exactement aux métaux visqueux (eulectique par exemple). 

J'ai montré que l'hypothèse d'une viscosité est immédiatement traduite parles 
formes équivalente» 

(i) é/a:z=Ke/X-+-cp(X)rf^; 

(1') a:z:zK\^f 9(\)dt. 

■ • 

M. Brillouin propose une forme peu dilTérenle 

x = KX-H*| f \dt-h\ )-*(A), 



<f. 



OÙ A est une constante d'intégration. IL est clair que, si l'on se borne à des com- 
paraisons qualitatives de la théorie et de l'expérience,, les deux expressions 
reviennent au même. En particulier, si l'on pose o(X) = oX, ^(X) = ^X, 
elles sont rigoureusement identiques. C'est polir cela q4j'en discutant cette forme 
simple, je lui donne le nom de 'M. Brillouin. 

Il suffit d'ailleurs d'énoncer les hypothèses mécaniques qui sont à la base de la 
théorie, pour voir quelle est sa batur^' intime. M. Brillouin considère les corps 
comme formés de grains cri3tallin&,; isolés, très petits, noyés daifô une matière 
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visqueuse. Les grains sont dépourvus de viscosité et le cîmént visqueux dépourvu 
dMlasticité. 

Il n'est pas possible d'énoncer plus nettement le problème des solides visqueux : 
la théorie conviendra donc, au moins qualitativement, à Teuteclique. Mais elle ne 
peut convenir, même grossièrement, aux métaux pour lesquels le principe de 
Coulomb est la pierre de louche. Si le mêlai est composé de grains cristallins 
nojés dans un ciment visqueux, il est impossible de Tamener à être parfaitement 
élastique. . 

36. Ceci posé, pourquoi M. Brillouin a-t-il essayé de faire rentrer dans sa 
théorie les phénomènes observés dans le cuivre? L'explication repose sur les idées 
qu'on se faisait en 1898 sur l'écrouissnge : 

ik On sait, dit-il (n" 6), qu'on ramène à l'état initial, sans recuire, par une série 
de déformations cycliques d'amplitudes décroissantes, telles que les oscillations 
naturelles amorties. » Voilà qui était universellement admis, en particulier^ur 
l'affirmation de M. Cantone qui disait avoir vérifié cette proposition par l'expé- 
rience; j'ai montré depuis que, par aucun procédé, on ne peut désécrouir un 
métal par des déformations; ce qui revient au même,' que les transformations 
obtenues par déformation permanente ne sont pas renversables. Comme la défi- 
nition que j'admets pour l'écrouissage (transformation dans un sens unique de la. 
nature du métal par déformations permanentes) est la traduction du sens le plus 
vulgaire du mot, ni l'une ni l'autre des formes (1') et (2') ne sont compatibles 
avec un écrouissagé, tant qu^on supposé invariable la fornie des /onctions o 
ou <I>. L'écrouissage correspond, non pas à un changement de la valeur de la 
variable li = /(t) et, par conséquent, à un changement dans la valeur des 

termes / ç(X)rf/ et<ï>[ / Xrf/-|-A}, mais à une modification, dans un sens 

unique et non renversable, des fonctions o ou 4>. La théorie de M. Brillouin 
s'applique donc aux métaux que j'appelle visqueux et non écrouissables, au lieu 
de convenir aux métaux que j'appelle non visqueux et écrouissables. 



. 37. Entrons un peu plus avant dans le détail de la théorie et comparons 
les formes (i) et (2). Bn un sens la forme (2) est trop simple en ce qu'elle admet 
la loi linéaire pour la viscosité : c'est grâce à cette hypothèse que s'introduit 



partout l'impulsion 1= / Xrf^. 



Mais on ne doit pas faire à une théorie le reproche de simplifier au début les 
fonctions arbitraires qu'elle introduit : ma critique signifie seulement qu'on n'a 
pas.encore trouvé de cor^s satisfaisant à cette- hypothèse ^'rmptifiéei — 
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Eli un autre sens, la forme (2) est plus complète que la forme (i). 
Les déformations parfaitement élastiques étant toujours très petites par rapport 
aux déformations permanentes, on peut dire que M. Brillouin pose Téquation 

L'adjonction de cette fonction F(x) revient à supposer que les déformations 
modifient la grandeur du coefGcient cp de Téquation simjilifiée 

da;=:Kd\-h<^\dt. 

Cette fonction F(^) est inopérante au point de vue écrouissage, parce que 
ses Tarialions ne sont pas de sens unique. Elle ne peut produire que des modi- 
fications subpermanentes f et cependant bien différentes de la réactivité, puis- 
qu'elles portent sur la viscosité. 

M. Brillouin admet pour la fonction F une forme nécessitée par ses idées sur la 
structure; je crois cependant qu'il reste assez d'indétermination dans le méca- 
nisme grains cristallins noyés dans un ciment pour laisser à peu prés à notre 
choix la forme de cette fonction. 

En définitive, comme dans son second Mémoire entier, M. Brillouin remplace 
la fonction <I> par une fonction linéaire, ou si l'on veut la fonction F par une con- 
stante, c'est à l'équation simplifiée qu'il aboutit : les formes (i) et (2) se 
confondent. 

Existe-t-il parmi les résultats expérimentaux quelques faits particulièrement 
favorables à l'hypothèse la plus générale de M. Brillouin? La réponse est négative, 
au moins pour l'eutectique. Je citerai en particulier que Vétat du fil allongé est 
très sensiblement le même pour un même allongement alors quon peut 
obtenir cet allongement avec des impulsions très différentes. 

38. « Pour les physiciens qui seraient plus frappés des cas d'exception a la loi 
que je propose, dit l'auteur au n° 22, que de l'ensemble des faits généraux qu^elle 
coordonne, je rappellerai que, pour mettre en évidence les caractères distincttfs de 
la loi nouvelle, j'ai adopté un type schématique, évidemment trop simplifié; les 
cristaux élastiques ne sont certainement pas absolument dépourvus de viscosité; 
le ciment visqueux n'est pas absolument dépourvu d'élasticité. x> 

C'est précisément dans cet esprit très large qu'il faut toujours discuter les 
théories; mais toutes les complications qu'on introduira ne peuvent faire qu'une 
théorie de la viscosité ait pour conséquence le principe de Coulomb. Sous ce 
rapport rien n'est instructif comme l'étude du n° 21 du Mémoire de M. Brillouin. 
Toutes les restrictions sur la généralité des formules, toutes les hypothèses sur la 



SUR LES MÉTAUX DU TYPE VISQUEUX. 4l3 

fonction ^ ne peuvent amener un métal visqueux à être parfaitement élastique, 
du seul fait qu'il a déjà subi des eflbrts. A.ussi, ce principe de Coulomb, qui n'est 
qu'approché mais qui est très général, est^il donné comme cas limite réalisable 
dans des conditions infiniment particulières. Cet exemple suffit à montrer le tort 
que se fait une théorie, en voulant expliquer ce qui évidemment sort de son 
domaine. 

Le deuxième Mémoire de M. Brillouin traite des oscillations. Les phénomènes 
présentés par Peutectique satisfont qualitativement à la théorie. En particulier, on 
déduit immédiatement de Téquation simplifiée la diminution du module apparent 
quand la durée d'oscillation croît et simultanément Taugmentalion de l'absorption 
d'énergie. 

EXPÉRIENCES ANTÉRIEURES SUR LES MÉTAUX VISQUEUX. 

39. Werlheim ajant tout mesuré, le plomb et l'étain n'ont naturellement pas 
échappé à sa sollicitude. Il donne des nombres parce qu'on en trouve toujours; 
ces nombres ne signifient rien comme la plupart des résultats de ses expériences. 
Ce serait perdre notre temps que de les discuter. 

Tresca devant son universelle réputation à ses expériences sur l'écoulement 
des mélaux, et du plomb en particulier, on devrait s'attendre à ce que le problème 
des déformations des métaux visqueux y soit posé, ne serait-ce qu*en termes 
vagues. L'étonnement n'est pas petit de se convaincre, par la lecture de son volu- 
mineux travail, qu'il ne s'est même pas douté qu'il j eût un problème. C'est ce 
que je vais établir, en résumant ce que contient le Mémoire {Savants étrangers). 

Il a censément pour objet : 

c( 1*^ De montrer, par les résultats de nombreuses expériences, que les corps 
solides peuvent, sans changer d^élat, s'écouler à la manière des liquides, lorsqu'on 
exerce sur leur surface des pressions suffisamment grandes; 

» 7? De donner la théorie de cet écoulement et indiquer les déductions les plus 
importantes que l'on peut en tirer pour l'étude des mouvements moléculaires, 
pour celle du travail mécanique qu'ils exigent et pour diverses autres applica- 
tions. )) 

Ces nombreuses expériences se réduisent à une seule. On place du métal dans 
un corps de pompe dont la base est percée d'un orifice et Ton comprime avec un 
piston. ïresca s'imagine, apparemment, que les expériences deviennent spécifi- 
quement différentes parce qu'on modifie les dimensions du corps de pompe et de 
l'orifice, car il recommence consciencieusement ses expériences après des modifi- 
cations de ce genre : d'où leur nombre. Je me suis maintes fois élevé contre cette 
manière de faire foisonner les résultats. 

Tresca ne démontre pas la première proposition pour l'excellente raison qu'elle 
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est grossièrement erronée. EHe reviendrait à prétendre que les métaux, mous ou 
durs, plomb ou cuivre, ne s'écrouissent pas par la déformation; que la matière ne 
se modifie pas, ce qui est contraire pour le cuivre à l'expérience la plus vulgaire, 
ce qui est inexact pour le plomb et l'élain, et douteux même pour reutectique. 
D'ailleurs avant lui on avait fabriqué des tubes de plomb avec un appareil très 
analogue au sien pour ne pas dire tout à fait pareil. On avait aussi étiré du fil à la 
filière ; et, si ce n'est parce qu'on remplace une pression par une traction, je ne vois 
pas en quoi les deux expériences, celle de Tresca et celle du tréfilage, diffèrent 
spécifiquement. Ai-je besoin de dire que dans le tréfilage il y a véritablement 
écoulement au sens de Tresca et simultanément changeuient d'état pour presque 
tous les corps? Ce n'est qu'exceptionnellement et comme cas limite que le métal 
ne s'écrouit pas. 

• « 

40. Reste donc la « théorie de l'écoulement ». 

Or, cette soi-disant théorie repose sur une hypothèse géométrique, u II a, suffi 
de faire une liypolhèsé, dit Tresca {Savants étrangers^ t. XVIII, 1868, 
p. 770); il a suffi d'admettre que toutes les sections des anneaux que l'on pouvait 
concevoir à l'intérieur du cylindre central conservent toujours entre leurs sections 
horizontales et pendant qu'ils sont ensemble soumis à la même pression^ un 
rapport constant, pour que tous les déplacements moléculaires puissent être 
étudiés et soumis au calcul. » Et, en effet, les résultats découlent tous de cette 
hypothèse et de la supposition d'une densité invariable. 

Il suffit, dès lors, d'une minute de réflexion, pour comprendre que s'il en est 
ainsi ces résultats ne nous apprennent absolument rien sur le mécanisme des 
phénomènes, puisqu'ils peuvent se déduire d'une hypothèse qui n'implique en rien 
une constitution particulière des corps. 

Et c'est franchement s'abuser sur l'importance de ces résultats que de prétendre 
avoir (i mis hors de doute, par un nouveau procédé expérimental applicable à 
d'autres recherches, une des propriétés fondamentales de la matière, en même 
temps que d'avoir apporté des preuves nouvelles en laveur de l'unité de sa consti- 
tution » (p. 797). 

C'est avec de tels dithyrambes qu'on retarde la solution des questions au lieu de 
l'avancer : on confond des choses absolument dissemblables en invoquant cette 
lurlutaine : V unité de la matière. 

41 . En définitive, l'expérience unique de Tresca et sa théorie géométrique (le 
mot est de Tresca lui-même, p. 768) délayées en 67 pages de texte (sans parler 
des Mémoires qui suivent) nous apprennent ce qu'on aurait pu déduire de l'expé- 
rience journalière du tréfilage. 

Lorsqu'on augmente considérablement la pression, lésiopcea de ïWxson^ quelles 
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gabelles soient entre les particules des corps, deviennent négligeables par rapport 
à cette pression. En un sens tous les corps se conduisent alors comme un liquide; 
les pressions s'y transmettent, d'une manière plus ou moins approchée, suivant la 
règle de Pascal. Il y a déformation par glissement, comme depuis longtemps 
l'avait suggéré Coulomb. 

D'autre part, sous l'action de ces pressions, les failles ne peuvent se produire, 
parce que, suivant des expériences plus récentes de Spring, la pression suffit à 
ressouder, si besoin est, les particules qui tendraient à se séparer. Telle est, en 
gros, la théorie de l'emboutissage, du tréfilage, etc. 

Loin de nous apprendre quoi que ce soit de spécifique sur la matière et de nous 
prouver son unité de constitution, ces résultats généraux proviennent, au contraire, 
de ce qu'on se place dans un cas limite ou l'importance des différences spéci- 
fiques disparait. 

Il est bien clair que les expériences à^écoulement doivent d'autant mieux 
réussir que, d'après la nature des liaisons, le corps se rapproche davantage d'un 
liquide visqueux : c'est donc avec le plomb que Tresca opère de préférence; l'eu- 
tectique de plomb et d'étain lui aurait donné encore plus de satisfaction. Mais on 
conçoit que, partant sur une piste aussi fausse que celle de l'unité de constitution 
de la matière, il lui ait été précisément impossible de poser, même en termes 
vagues, le problème que nous traitons, à savoir s'il existe des métaux visqueux et 
des métaux qui ne le sont pas, formant deux groupes distincts, puisqu'il posait 
a priori que tous se comportent comme des liquides. 



CONCLUSIONS. 



11 existe deux groupes, au moins, de métaux dont les types extrêmes peuvent 
être désignés sous les noms de métaux à frottement solide et de métaux visqueux. 
On rencontre, bien entendu, tous les cas intermédiaires entre ces deux types. 
L'alliage eutectique de plomb et d'étain est le type à peu près pur des métaux 
visqueux. Le cuivre réalise à peu près le type des métaux à frottement solide. 

Pour des déformations considérables et à mesure qu'on élève la température, 
tous les métaux se rapprochent du type visqueux, ainsi qu'il résulte, en particulier, 
de mes expériences sur le cuivre. Les expériences de Tresca n'ont pas d'autre 
signification. 

Avec des modifications très légères, la théorie de M. Briilouin s'applique à froid 
aux métaux visqueux et, par conséquent, de mieux en mieux à tous les métaux, à 
mesure que les forces augmentent et que la température croît. 

Les phénomènes de réactivllé existent indépendamment du type auquel le métal 
appartient. 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES 



SUR 



LA FLUORESCENCE, 



Par m. C. CAMICHEL. 



La première question quMI faut se poser en commençant cette étude est la sui-^ 
vante : La fluorescence entraîne-t-elle un changement dans les propriétés du 
corps fluorescent? 

On sait que les phénomènes de fluorescence, par les rayons cathodiques, par 
les rayons X, provoquent souvent une altération du corps fluorescent. Crookes ( *) 
a montré que le verre qui a déjà fourni une longue émission de lumière fluores- 
cente semble fatigué en quelque sorte et subit moins Faction des rayons catho- 
diques. Les exemples analogues sont aujourd'hui très nombreux. Cette altération 
persiste après la fluorescence, elle se manifeste, dans le corps fluorescent, par un 
changement de couleur ou bien par la faculté qu'il acquiert de devenir lumineux 
à une température de beaucoup inférieure à celle pour laquelle il comnience à 
manifester son éclat, dans son état normal (ihermo-luminescence de Wiede- 
mann). 

Dans ce Mémoire, la fluorescence provoquée par les rayons lumineux et 
ultra-y^iolets est seule envisagée, et cette altération durable du corps fluores- 
cent n^ intervient pas : la couleur des verres d'urane ayant servi aux expériences 
ne s'est pas modifiée, et j'ai vérifié indirectement au cours d'un grand nombre de 
mesures que la lumière émise par fluorescence restait invariable, la source de lu- 
mière excitatrice étant elle-même constante. J'ai réalisé, en outre, l'expérience 
suivante : un cube de verre d'urane est rendu fluorescent par une lampe de Nernst 
qui réclaire transversalement, je mesure au spectrophotomètre l'intensité de la 
lumière émise par fluorescence*, je provoque ensuite une fluorescence très éner- 

(*) Crookes, Phil, Trans,y Part II, 1879, p. 645. 

Fac, de T,, a- S., VII. 54 
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gique en brûlanlau voisinage du cube de verre d'urane plusieurs mètres de ruban 
de magnésium, et je conslale, après Textinction du magnésium, que cette fluo- 
rescence énergique n'a pas altéré le verre d^irane qui, sous Tiiifluencede la lampe 
de Nernst, continue à émettre la même fluorescence. 

Indépendamment de cetle altération durable du corps fluorescent, divers auteurs 
ont admis qu^il se produit, pendant la fluorescence, un changement dans les pro- 
priétés du corps fluorescent, changement qui cesse en même temps que la fluo- 
rescence. C'est l'étude de cette question qui sera l'objet du Mémoire qui suit. 

M. Drude, dans son Optique y estime qu'il n'est pas impossible que dos phéno- 
mènes chimiques aient lieu pendant la fluorescence; M. Walter {Ann, IVied., 
t. XXXVI, 1889) pense que la fluorescence est due à une rupture de groupes 
moléculaires, qui se séparent en groupes plus simples; M. Burke (Proceedings 
0/ the Royal Society, séries A, Vol. LXXVI, 1905) admet la même hypothèse. 

a. Divers auteurs ont essayé d'aborder ce problème par des mesures de résis- 
tances. L'expérience présente de grandes difficultés : il faut employer une solution 
dont la résistance ne soit pas trop grande, c'est-à-dire assez concentrée; dans ces 
conditions, la fluorescence est localisée dans une zone d'épaisseur très faible, et, 
si l'on veut que tout le liquide soumis à Texpérience soit fluorescent, il faut 
placer celui-ci dans une cuve plate. Or il paraît bien difficile d'empêcher tout 
échauflement dans un liquide très absorbant contenu dans une cuve très plate et 
soumis à l'action de radiations excitatrices très intenses. Je me suis demandé si la 
faible diminution de résistances que certains auteurs ont attribuée à la fluorescence 
ne provenait pas de cet échauflement qui a précisément le même effet. J'ai fait 
quelques expériences à ce sujet pour me rendre compte de l'influence de la tem- 
pérature. Les résistances étaient mesurées par la méthode bien connue de Kohl- 
rauch. J'ai obtenu les nombres suivants : 

Solution alcoolique de Jluorescéine, 

O Ci> (i> 

16,3 G 7547 7547 

i7»5 7446 7475 

18,2 7334 7340 

i9»o 70S0 7197 

19,8 7013 7180 

20,5 6994 7000 

21,0 6924 6886 

\\,f désigne la résistance de la solution pendant la fluorescence, Rq la résistance 
de la même solution maintenue à l'abri des rayons excitateurs. La température 
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monte constamment, el il est assez difficile de la mesurer exactement, en même 
temps qu'on fait la mesure de résistance. La seule conclusion à lirer de ces expé- 
riences est qu'une variation de température de o°, 5 entraîne une variation de 
résistance du -j^. 

J'ai étudié également les solutions alcooliques d'éosine; l'influence de la tem- 
pérature est du même ordre de grandeur : à i8^ une solution présentait, qu'elle 
fiU fluorescente ou non, la résistance 2^2^,2 ; à 21" la résistance était 2 18^, 4* 

Quels sont les nombres indiqués par les auteurs qui se sont occupés spéciale- 
ment de cette question? 

M. Kurt Régner {Inaugural Dissertation iiber die F rage des fViderstand- 
anderung von Wasserigen Salzlôsungen durch Bestrahlung) a montré que 
la variation de la conductibilité électrique au moment de la fluorescence ne pou- 
vait dépasser 0,1 pour 100 dans les solutions moyennement étendues et dans les 
solutions concentrées de fluorescéine et d'éosine. Dans les expériences de Régner, 
le liquide se renouvelle deux fois par seconde, cette vitesse est-elle suffisante pour 
empêcher des variations de température de jô^^ degré, assez grandes pour appli- 
quer la variation observée? L'auteur ayant négligé de mesurer la température de 
la solution fluorescente, il est impossible de répondre à cette question. 

MINL Nichols et Meritt ont étudié les solutions alcooliques de divers corps fluo- 
rescents; ils pensent avoir démontré que la variation de résistance est 1,1 pour 100 
pour la solulion d'éosine, 0,11 pour 100 pour celle de fluorescéine^ 0,14 pour 100 
pour la rhodamine, 0,06 pour 100 pour le rouge de naphtaline, 0,69 pour 100 
pour la cyanine (Physical Resview, 1904). Dans les expériences de MM. Nichols 
et Meritt, le liquide ne se renouvelle pas, et ces physiciens ne paraissent pas 
avoir pris de précautions spéciales pour éviter Téchauflement par les radiations 
excitatrices, de sorte qu'il me paraît possible d'admettre une augmentation de 
température de 0*^,5, suffisante pour expliquer la variation de résistance la plus 
forte, 1,1 pour 100, celle qui correspond à l'éosine. 

Il faudrait, pour résoudre la question, faire des mesures de résistances beau- 
coup plus précises, employer, par exemple, la méthode Bouty-Lippmann et mettre 
la solution étudiée complètement a Tabri des variations de température. 

b. On peut essayer de traiter le même problème par une autre méthode, et 
chercher s'il n'existe pas entre la répartition des bandes d'absorption et celle des 
bandes de fluorescence une difl'érence mettant en évidence un changement d'état 
du corps pendant la fluorescence. 

Le problème ainsi posé présente de grandes difficultés. Beaucoup de corps : 
fluorescéine, éosine, rosinc, violet fluorescent, rhodamine, rouge de naphtaline, 
présentent un spectre lumineux d'absorption composé d'une seule bande et un 
spectre lumineux de fluorescence composé également d'une seule bande qui borde 
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celle-ci du côté des rayons les moins réfrangibles. Il existe, il est vrai, des corps 
dont le spectre de fluorescence est composé de bandes bien définies, mais beaucoup 
d'entre eux, comme l'ont montré les belles recherches de M. Lecoq de Boisbau- 
dran (*), doivent leur fluorescence à des traces de matière étrangère, ce qui com- 
plique la question. 

11 existe, néanmoins, une série de sels, les sels uraniques, bien connus depuis 
les recherches classiques de MM. Ed. Becquerel et H. Becquerel (^); pour ces 
corps, le spectre d'absorption et le speclre de fluorescence présentent des relations 
remarquables. On sait depuis les recherches de M. Henri Becquerel que le spectre 
de fluorescence des composés uraniques est la continuation du spectre d'absorption. 
Le spectre du nitrate uranique comprend : 

8 bandes de fluorescence; 

2 bandes qui sont à la fois bandes de fluorescence et bandes d'absorption ; 

2 bandes d'absorption. 

Voici leurs longueurs d'onde : 

Fluorescence 654,4 6i8,o 586, o 558,3 523,5 5o8,o 486,5 470,0 

Absorption 486,3 470,0 453 437 

M. Becquerel a démontré cette loi très remarquable : la différence des inverses 
des longueurs d'onde est sensiblement constante pour deux bandes consécutives : 

'**+! — f^k^=' const. 

>. 654,4 618,0 586,0 558,3 523,5 5o8,o 486,5 470,0 453 ii; 

î -i""* 0,00009 0,000088 0,000084 0,000087 0,00009 0,000087 0,000077. 0,00008 o,ooooS6 

J'ai étendu la loi de M. Becquerel ai: spectre ultra-violet. 

M. Paul Sabalicr ajaiit mis ij^s gracieusement à ma dispostion de beaux cris- 
taux de nitrate uranique, je les ai taillés et j'ai obtenu des photographies du spectre 
d'absorption ultra-violet de ce corps. Les longueurs d'onde ont été déterminées en 
photographiant sur la même plaque le spectre du cadmium, dont les diverses 
raies sont bien connues depuis les travaux de M. Mascart. 

J'ai trouvé une loi de répartition pour les bandes ultra-violettes d'absorption 
identique à celle des bandes de fluorescence, voici quelques nombres : 



(') Lecoq de Boisbaldran, Comptes rendus, 1885-1889. 

(*) E. Becquerel, Mémoires de V Académie des Sciences, t. XL, i8-'6. — IL Becquerel, 
Comptes rendus, 188 5, p. 1252. 
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Bandes d'absorption. 



— r- = 0,00007 



X = 408 c- = 0,00245 ) i I 

397 o,oo,.52 ) ^*"' ^* 

o / ci 0,00009 

374 0,00267 l 

' i 0,00008 

363 o.oo'iTD ' 

35a o,oo»84 ' °'°*^ 

Celle relalîon si simple entre le spectre de fluorescence et le spectre d'ab- 
sorptîou me paraît diffîcilement concilîable avec un changement dans la nature de 
sels d'uranium sous l'influence de la fluorescence. On peut objecter, il est vrai, 
qu'il est impossible d'observer les bandes d'absorption du nitrate uranique, sans 
le rendre légèrement fluorescent, et que probablement le spectre d'absorption 
et le spectre de fluorescence correspondent à un même état du corps, l'étal 
fluorescent. 

c. Une troisième méthode plus simple que les précédentes consiste à rechercher 
si le coefficient d'absorption d'un corps fluorescent varie pendant la fluorescence. 

11 est, d'ailleurs, nécessaire de résoudre cette question : les travaux classiques 
de Stokes ont montré que les radiations excitatrices de la fluorescence sont éner- 
giquement absorbées par le corps fluorescent; d'ailleurs, dans les mesures, il est 
toujours nécessaire de faire intervenir un volume fini du corps fluorescent et, par 
conséquent, les radiations émises sont également absorbées; il importe de savoir 
comment. 

Dans une série de recherches sur l'absorption de la lumière par divers cristaux 
et verres colorés (1892-1895) (*), j'ai recherché si les équations de vibration de 
i'éther dans les milieux étudiés sont linéaires; j'ai em|)Iojé, pour cela, plusieurs 
méthodes, dont la plus simple consiste à mesurer le coefficient de transmission 
d'un corps placé tout d'abord à Tabri de toute radiation, vivement éclairé ensuite 
par une source de lumière placée transversalement. Cette expérience m'a donné 
l'idée de rechercher si le coefficient de transmission varie pendant la fluorescence. 
J'ai trouvé un résultat négatif. 

En 1898, MM. John Burke ('*), en Angleterre, et tout récemment Nichols et 
Meritl (5), en Amérique, ont abordé le même problème et ont exposé dans d'impor- 



(*) Gauichel, Annales de Chimie et de Physique, 

(*) J. Burke, Philosophical Trans., A, 1898. Voir aussi les intéressants articles de 
MM. Ed. Guillaume et A. Cotton, sur la loi de Kirchhoff(/?efMe générale des Sciences, 1898). 

(') Nichols et Meritt, Physical Review, décembre 1904. 

Je n'ai eu connaissance du Mémoire de MM. Nichols et Meritt qu'à la fin de mes re- 
cherches. 
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tanls Mémoires les résultats de leurs expériences. Leurs conclusions sont bien 
nettes : 

M. Burke trouve que la quantité de lumière venant d\m corps fluorescent A et 
transmise à travers un autre corps B identique à A est différente suivant que B est 
lui-même fluorescent ou non. 

Pour le verre d'urane, le seul corps sur lequel M. Burke ait expérimenté, ce 
physicien trouve un coefficient de transmission égal à o,45 quand la fluorescence 
est excitée, le coefficient de transmission est, au contraire, 0,80 quand le verre 
d'urane est protégé contre les variations excitatrices. 

MM. Nichols et Meritt trouvent un résultat analogue, ils placent devant un 
photomètre une cuve remplie d'une solution aqueuse defluorescéine, ils mesurent: 
1^ l'intensité T de la lumière transmise, la fluorescence n'étant pas excitée; 2^ l'in- 
tensité F de la lumière émise par fluorescence, le faisceau T étant intercepté; 
3^ l'intensité S, somme des intensités de la lumière transmise et de la lumière 
excitée par fluorescence. 

Pour la radiation o**, 607, ils trouvent que 

Th-F-S .. 

= =:63 pour 100. 

Comme ces expériences me paraissent renfermer plusieurs causes d'erreur, et 
qu'elles sont en contradiction avec les résultats de mes recherches antérieures, j'ai 
tenu à reprendre l'étude de cette question en variant le plus possible les procédés 
d'expérimentation. Je vais exposer rapidement les principales recherches que j'ai 
faites à ce sujet. 

I. 

PREMIÈRES EXPÉRIENCES SUR LE TERRE d'uRÂNE ET LA FLUORESCÉINE, LE FAISCEAU 
TRANSMIS EST PRÉALABLEMENT FILTRÉ PAR LE CORPS FLUORESCENT. — CRITIQUE 
DE CES EXPÉRIENCES. 

L'appareil employé est mon spectrophotomètre à compensateur de quartz. Deux 
lampes à pétrole {fig* i) éclairent les deux collimateurs de l'instrument. Les deux 
plages monochromatiques observées sont amenées à l'égalité quand on place devant 
l'un des collimateurs : 1® un morceau de verre de même dimension et de même 
indice que le cube de verre d'urane étudié; 2° le cube de verre d'urane soigneuse* 
ment protégé contre toutes les radiations qui pourraient le rendre fluorescent; 
3'' quand on produit la fluorescence du cube de verre d'urane ; 4^ quand on excite 
la fluorescence du verre d'urane et qu'en même temps les rayons lumineux de la 
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lampe à pétrole sont interceptés par un écran opaque (*). Le coefficient de trans- 
mission K/ du cube de verre d^urane fluorescent et le coefficient de transmission Ko 
du même corps protégé contre les radiations excitattves s'obtiennent par les 
équations 



(I) 

(2) 

(3) 
(4) 



dont la signification est évidente. Les rayons lumineux utilisés traversent le verre 
d\irane dans une région voisine de la surface où la fluorescence est particulière- 
ment vive; celle-ci est provoquée par Tare électrique, dont les radiations sont 

Fig. I. 





I.= 


I, 


sin'«„ 




T 


= I.K, 





IsSin'cx,, 




S 


-I.Kr 


-h 


F zz: I, sin« 


«j, 




F = 


I> 


sin'a*, 





grCiibe 



Axe I— ^ 

1^ ^2?Cube 



photomètre 

tamisées par Técran de Wood. En employant un charbon positif à mèche, la con- 
stance de l'arc est très suffisante pendant la durée des expériences (3) et (4)* Pour 
que la détermination de Ko soit correcte, il faut que, dans Texpérience (2), la lu- 
mière qui traverse le verre d'urance soit dépouillée des radiations capables de 
provoquer la fluorescence : Ce résultat est obtenu d'une façon complète en pla- 
çant entre la lampe à pétrole et le verre d\irane B un long parallélépipède égale- 



(}) Cet écran doit être noir mat du côté du photomètre; si cette condition n'est réalisée 
que d'une façon incomplète, les rayons émis par la cuve fluorescente et réfléchis sur l'écran 
entrent dans le collimateur, et la valeur trouvée pour F est trop grande : 

T-f-F — S 

devient positif. 

Cette cause d'erreur intervient peut-être dans les expériences dé MM. Nichols et Meritt: 
elle expliquerait pourquoi T h- F — S est indépendant de T et ne varie qu'avec F. {Voir 
plus loin, page 437). 
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inonl en verre d'urane A avaiil 7'''" de longueur. Si celle précaulion esl négligée, 
/// valeur <h' K(, obtenue est trop grande. 

Il résulle de Pinlcrposition de ce deuxième parallélépipède de verre d'urane sur 
h* trajet de i avons lumineux que les mesures ne peuvent être faites pour des ra- 
diations plus réfrangibles que la raie F. Ce n'est pas un inconvénient, puisque les 
handes principales du verre d^urane correspondent a des longueurs d'onde plu^ 
::randes que celles de la raie F. 

Voici deux exemples de détermination de Ky et K© : 

Bande n" G : X = oî*, 5io; verte. 



>iin*ai = 0,703 
sin*aj = Oj'ioC) f 
sin^a3 = o,'ii3 
sin'av= o,o85 



K/= o,3oo 
Ko = 0,293 



Bande W *> : X = ol'', 53^,5; verte. 
sin*a| ~ 0,4*3 



sin^'ai ~ o,4iJ \ 
5iii*aj= o,'Ji73 ( 



K/= 0,668 
sin* 23=0,312 i Ko =0,661 

sin»av = o,o3o / 

Les valeurs trouvées pour Ky et Kg sont égales aux erreurs prés des expériences. 
Dans d^autres expériences, je me contenlais de mesurer sin^Xj, sin-stj et sin'i 
rt je vérifiais, en variant les conditions de Texpérience, que la difTérencc 

siii'a,— (sin*a,-h sin*«4) 

est toujours très faible, tantôt positive, tantôt négative. Voici quelques autres 
déterminations sur le verre d'urane : 



sîn'a. 



u 



«3= 'ffi 


0,179 


aj = au 


0,141 


«4= 12 


0,0 Î3 



sin'a. 



«3=66,5 


0,841 


a, = 65,o 


0,821 


«4= 8,5 


0,022 




sin'a. 


«, = 69'' 


0,872 


«1=75 


0,933 


«4= 12 


0,043 



sin*a3=o,i7tj 
sin* %i -h sin* «4=0,1 84 



sin'a3 = 0,84 1 
sin*ott+sin*a4= o,843 



sin*a3 = 0,933 
sin* a^ -h sin^ «4 = 0,915 
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Les déterminations suivantes ont été faites avec la fluorescéine en solution 
aqueuse, elles correspondent à la radiation ol^, 520. 





sin^a. 


o 


0,043 


«3= 17 


o,o85 


«4= ri 


0,043 




sin'a. 




0t2 = i3 


o,o5o 


«3 16,5 


0,080 


24— 10 


o,o3o 



sin«a3=o,o85 
sin*aj-h sin'a4 = 0,086 



sin'as= 0,08 
sin*aj-+- sin'a4= 0,08 



sin'x. 



aj= 19,5 


0,111 




a3=ai>5 


o,i35 


sin»a3— o,i35 


«4= 9,5 


0,027 


sin* Œj -^ sin* a4 = , 1 38 



si n'a. 



ajr= 10 


o,o3o 




«3=^ lf> 


0,076 


sin*a3= 0,076 


a4= li 


0,043 


sui'aj-h sin*a4= 0,073 



Critique des expériences précédentes, — Les expériences précédentes ont 
quelques défauts quMI est nécessaire de mettre en évidence : 

1^ D^abord les fluorescences excitées sont faibles, sauf dans les expériences sur 
la fluorescéine, pour lesquelles ol^ est égal et même supérieur à a^; 



Si Kn = 



sin'oci 



est assez bien déterminé, il n'en est pas de même de 



'® sin*«i 
^ sin'a,— sin'a4 
^ sin*a, 

3® Mais voici une objection plus grave : quel est le rôle du premier cube de 

verre d'urane? 

M. A. Cotton m'a fait judicieusement remarquer que si les bandes d'émission 
et d'absorption du verre d'urane sont formées de raies très Gnes et non résolubles 
avec les moyens employés, le résultat négatif que j*ai obtenu ne démontre pas 
que K/=: Ko : « puisque, d'une part, m'écrit M. Cotton, une partie notable des 
radiations utilisées pour la mesure ne sont pas des radiations absorbables; et 
puisque, d*autre part, le faisceau utilisé a précisément traversé une couche épaisse 
de verre d'urane qui doit supprimer précisément ces radiations absorbables ». 

On pourrait enlever le cube A et employer une source de lumière L très faible 
ne provoquant dans le cube B qu'une faible fluorescence i^ les équations précé- 
Foc. d€ T.y a» S., VII. 55 
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dentés deviennent, dans ces conditions, 

I,Ko-+-i =1, sin'a,, 

F = I2sin'a4 
et, si K/= Ko» 

sin*a3= sin'a,-h sin'ai. 

On pourrait aussi remplacer le cube A par un verre (vert jaunâtre) ne laissant 
passer que des radiations incapables de développer la fluorescence, mais Tun ou 
Taulre de ces deux dispositifs, Texpérience ne serait pas correcte, le faisceau 
transmis contiendrait, il est vrai, des radiations absorbables (pour lesquelles K/ 
est peut-être diflerent de Kq), mais elles seraient mélangées (dans l'hypothèse 
ci-dessus indiquée) à des radiations non absorbables pour lesquelles K/=Ko. 
L^expérience sous cette forme n'est donc pas complètement démonstrative. 

Il est donc indispensable d'employer comme source de lumière le corps fluores- 
cent lui-même; c'est ce que j'ai fait dans les expériences suivantes. 



II. 

EXPÉRIENCES DANS LESQUELLES LA SOUaCR DE LUMIERE EST LE CORPS FLUORESCENT 

LU1*MEMB. 

L'appareil employé est très simple, il se compose d'une première cuve S conte- 
nant une solution aqueuse de fluorescéine rendue fluorescente par des rayons 
solaires convenablement réfléchis {Jiff* 2). Une lentille l forme, sur la fente / 
d'un collimateur C|, l'image réelle de la face a de la cuve S. Devant cette fente est 
placée une deuxième cuve C contenant, cooime la première, de la fluorescéine qui 
peut être rendue fluorescente par l'action des rayons solaires. L'une des moitiés 
de l'objectif du collimateur C| est masquée par un miroir argenté m qui réfléchit les 
rayons lumineux provenant d'une lampe à pétrole L, à une assez grande distance 
de laquelle se trouvent plusieurs verres colorés jaunes et verts donnant sensible- 
ment la même teinte que la fluorescence développée dans les cuves S et Ci; ce 
faisceau est atténué dans un rapport connu par deux niçois, dont le premier N| 
tourne autour d'un cercle divisé; dans plusieurs expériences, on a remplacé avan* 
tageusement la lampe L par une troisième cuve contenant de la fluorescéine, dont 
la fluorescence est excitée par une lampe de Nernst. L'observateur regarde par un 
petit trou O percé dans un écran situé dans le plan focal d'un collimateur C^, 
il voit deux plages qu'il amène à l'égalité par une rotation convenable du nicol N|. 
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Les expériences sont conduilcs de la même façon que page 8, les mêmes équa- 
tions s'appliquent. 

l'oiir régler les valeurs relatives de F et de I|, Il suffit de déplacer convenable- 
ment les deux cuves S et C sur leurs chariots micrométrîques c et v'. 

Il faut placer, devant le trou o, plusieurs verres verts afin d'amener k's deux 



Fig. 




plages observées à la même teinte; si l'on ne prend pas cette précaution, il est 
impossible de déterminer aj, la plage correspondant au faisceau issu de L étant 
rougeâtre et celte qui correspond à l'autre faisceau, verdâtre. 
Voici quelques résultats obtenus par cette métbodc : 

Première ea-périence : 



0,073 ) 

0,186 i 



Deuxième expérience : 



o,i83 
0,059 
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Troisième expérience : 





si n'a. 


o 
«3=: 32,0 


0,281 


a,-25,o 


0,179 


av= i5,5 


0,071 



sin'aj = 0,281 
sin*at-4- sin'av = o,25o 



Quatrième expérience 



•in-a. 




«3— 3o,o 


o,25o 


«5= 24,7 


0,176 


ai= 16,5 


0,081 



lî <»-, — T 



sin'«,= o,2:>o 



sin'aj-f- sin»a4 = 0,237 



Ces expériences et d'autres, eflectuées m variant les conditions, montrent que 



'.\ ikS 



lînt 



înS 



sin'ajrr sin'aj -h sin'av 

Remarque. — L'expérience précédente remplit toutes les conditions énoncées 
page /jîi5. 

III. 

DÉTERMINATIONS DIRECTES DE Ky. 

Les expériences précédentes ont toutes le même inconvénient : le coefficient de 
transmission du corps fluorescent, pendant la fluorescence Ky, est assez mal déter- 
miné, car il nécessite trois mesures photométriques donnant ai, as, t.^. Il sera 
préférable de l'obtenir par une seule mesure. M. Burke a indiqué une méthode 
élégante pour arriver à ce résultat : il prend quatre petits cubes identiques en 
verre d'urane, il les assemble, comme l'indique la figure 3, la fluorescence est 
excitée par des étincelles qui éclatent en i (*). 

Pour déterminer Ky, M. Burke recouvre le cube 3 d'un écran {fig. 3, a) et, au 

Fig. 3. 



a 
b 


-V 


^^^ 


1 


H 




3 ' 




jU- 


f' ! 



moyen d'un photomètre placé en S, il compare les intensités des deux plages b 



(*) Le point i doit être situé sur la perpendiculaire élevée à la face 1234 et passant par le 
sonimei commun aux quatre rectangles dont celte face est composée. 
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et a^ il obtient ainsi le rapport 

I4-K/. 

Pour déterminer Ko, il garantit contre les rayons excitateurs les cubes 3 et 2, 
le rapport des intensités des deux plages a et 6 est Kq. 

Enfin, dans une troisième détermination, il garantit le cube 1 et le rapport des 
intensités des deux plages b et a est 

Ko 

M. Burke ne donne pas le détail de ses expériences, il indique seulement 
(p. 98, loc. cit.) les nombres suivants : 

K/=:o,48, K/=:o,46, R/i=0,5l, K/=:0,36 

qui ne sont pas très concordants. 

C'est la moyenne de ces nombres qu'il prend, 

K/— 0,449 ±o,oo5; 
il obtient 

Ko =0,787 ±: 0,006 
et 

K. 



i-hK 



= 0,52 1 ih 0,006. 



Dans ces expériences, la cause d'erreur la plus grave est due à rétjncflle. Celle-ci 
jaillit entre deux pointes de cadmium, à 2*^™ de la surface des cubes de verre 
d'urane. Les pointes de cadmium s'usent rapidement et une dissymélrie se produit 
dans l'appareil; si, par suite de cette dissymétrie, les cubes 3 et 4 sont plus forte- 
ment éclairés que 1 et 2, la valeur de K obtenue paraît plus grande; si, au con- 
traire, les cubes 1 et 2 sont plus fortement éclairés que 3 et 4, c'est l'inverse. 

Dans le cours d'une expérience, à mesure que les électrodes de cadmium 
s'usent, on peut observer une variation continue de K; il est facile, en examinant 
la forme des électrodes, de vérifier que leur usure se (ait dans le sens que la varia- 
lion de K fait prévoir. 

Je vais donner quelques exemples mettant en évidence l'influence de la forme 
des électrodes sur la valeur du coefficient de transmission. 

Un bloc de verre d'urane ou une cuve contenant de la fluorescéine est placée 
dans une monture métallique pourvue de quatre fenêtres 1, 2, 3, 4,^ par lesquelles 
on excite la fluorescence au moyen d'une source de lumière placée transversale- 
ment. 

Dans une série d'expériences, j'ai adopté comme source de lumière l'arc élec- 



y 
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isés par un verre violet. Le cube de verre d'tirane 
iDlenant de l'eau destinée à emjiêclicr 



tritjiic, dont lus ravoiis s 

était plongé dans un grand bac en i 

réchauffement du cube. 

Les fenêtres o cl 6 {Jig- 3 bis) permettent la détermination de Ko et K/ 

Fig. 3 bU. 




plages 5 et 6 sont comparées au moyen d'un photomètre composé d'un prisme 
biréfringent et d'un nicol mobile sur un cercle divisé. L'angle de duplication du 
biréfringent est tel que l'observateur voit la partie inférieure de la plage G en 
contact avec la partie supérieure de la plage 5. 

a, ^, -}■ désignent les diverses valeurs de l'angle de la section principale du nicol 
et de la section principale du biréfringent, indiquées dans le Tableau suivant : 

Fenêtres correapondsDt i l'égalilé 

fermées. dc!i deux plage* observées. 



K/ s'obtient au niojen de l'égalité 



hK,. 



Fenéirc» 



Angle p 
correspoDdaDl t l'égalité 
de» deux plagei obacrTées. 



K^ s'obtient au moyen de l'égalité 
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Angle Y 


Fenêtres 


correspondant à Tégalité 


fermée . 


des plages observées. 


I 


Yi 


1 


Y« 



Kf s'obtient au moyen de l'égalité 



lang 



2 " k: 



EXEMPLE MONTBANT LA VARIATION APPARENTE DE K. 



Détermination de a, p. — Lectures brutes. 



o 



«1 ^t7^ 

«s 9^ï75 

?i 359,0 

h 91,8 



o 
8-2,25 

349,0 

88,5 
356, o 



«1 = 51,75 
aî = 54,9 
'^1 = 44,75 
Pi= 41, -^5 



K/= o,8o5 
Ko = 0,90 



Ces deux déterminations paraissent démontrer que K/<< Kq et donner raison à 
M. Burke. Une pareille conclusion serait prématurée; il suffît, en effet, de conti- 
nuer les mesures, une nouvelle détermination des angles a donne : 



o 
ati 80,0 

«3 100,0 



Lectures brutes. 



8,0 
347w^ 



a, = 54,0 
aî= 56, 1 



K/= 1,0: 



La conclusion est facile à tirer : au début de l'expérience, les charbons de Tare 
électrique éclairaient les plages 1 et 2 plus fortement que les plages 3 et 4, il en 
résultait une diminution apparente de K© et de K^ (K./= o,8o5 d'après la pre- 
mière détermination, alors que sa valeur exacte est o,85, voir plus loin, p. 433), 
l'usure des charbons a déplacé le cratèrCi qui s'est orienté de telle façoq que 4 et 3 
ont été plus éclairées que 1 et 2. 

La seconde détermination a donné une valeur de Ko(Ko= 0,90) plus grande 
que la valeur réelle, la dissymétrie a encore augmenté et la troisième détermina- 
tion a donné pour Ky une valeur plus grande encore : i^oS. Avec un verre enfumé 
et une loupe, il est facile de suivre l'usure des charbons et de contrôler l'exacti- 
tude des explications précédentes. En aucun cas, l'usure des charbons prévue par 
la variation de Ko et de K/ n'a été de sens inverse à celle que l'observation directe 
du cratère permettait de déterminer. 
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Celte dîssymétrie inlroduît des erreurs énormes dans la détermination de Ko 
et Ky, puisqu'elle peut rendre, en apparence, ces coej/îcienls de transmission plus 
grands que C unité. Pour j remédier et obtenir des valeurs constantes et correctes 
de K, il suffit d'employer une source de lumière d'intensité constante et de forme 
invariable. La lampe de Nernst, employée avec les précautions que j'ai indi- 
quées (*), convient très bien, elle est bien préférable à la lumière solaire. Malheu- 
reusement elle n'a pas une intensité très grande. 

Il conviendra aussi de disposer devant l'œil de l'observateur un ou plusieurs 
verres verts monochromatiqiies, car les deux plages observées ont des colorations 
très diflerentes dans la détermination de Kq, la plage la plus faible est très nette- 
ment rouge vis-à-vis de la plage la plus forte qui est verte. M. Burke paraît 
avoir négligé cette précaution, sans laquelle les mesures pbotométriques sont 
impossibles. 

Description du procédé employé, — Les déterminations doivent êlre faites 
avec deux photomètres placés des deux côtés du cube de verre d'urane. Les 
fenêtres 5, 6 du côté I, 7 et 8 du côté II permettent la détermination de Ko et 
deK/. 

a, 3, Y désignent les diverses valeurs de l'angle de la section principale du 
nicol et de la section principale du biréfringent indiquées dans le Tableau suivant : 





Angle a 




correspondant à l'égalité 


Fenêtres fermées. 


des deux plages observées. 


4 


«1 


3 


Œ» 


1 


«j 


I 


Œ* 




4 




Angle p 




correspondant à l'égalité 


Feaétres fermées. 


des deux plages observées. 


4,2 


p. 


3,1 


p. 


4,2 


h 


3,1 


p» 




tn„.»?'^P-?'-^P» 



observât, du c6té I 
» I 

» U 

II 



= i-hK 



/• 



observât, du côté I 
» I 

ir II 

II 



4 



Ka. 



( ' ) Gamichel, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V, 2* série. 
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Angle Y 
correspondant à Pégalité 
Fenôlres fermées, des deux plages observées. 

I Yt observât, du côté I 

'2 Yî » I 

3 T, » H 

4 Y* . » II 

4 Ko 

Voici les résultais d'une série (Inexpériences; j^ai inscrit à dessein dans les 
Tableaux qui suivent tous les détails des déterminations. 

Cube de verre dWane, éclairé par une lampe de Nernst (120 watts) mobile 
sur un chariot micrométrique : 

» 

DÉTERMINATIONS DE K/. 

Distance de la lampe au cube : 
d = So'^'". 

347°, 25 278%o 347", 25 4", 5 261", 8 4", 75 



«J. 




278%o 




a, = 55", 


,4 


aj. 




i6o%o 




a, = 52", 


9 



«4. 

265",7 i6o%o 265",8 248^ i 178^,0 248%8 



K/=o,84. 



1, = f4", 8 



346", 75 278^,75 347", 75 4%a5 261% 5 4% 25 





d = 40"". 






a,. 






«i- 


278^,75 


347", 7^ 


4%î5 


261°, 5 


a, = 55% 75 






ai = 5i%4 


«a. 






a*. 


i6o%o 


266% 4 


248% 8 


177% 9 


«3 = 53% 1 


K/= 0,86. 




«4= 54% 7 



266% I i6o%o 266%4 248%8 I77%9 248% 3 



d = 30*'". 
aj. »!. 

347% 5 278% 25 347% 5 4% 25 262% 25 4%a5 

aj=55%4 a, = 5i**,o 
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DÉTERMINATIONS DE K/. 

Distance de la lampe au cube : 
266% 2 i6i%2 266", 5 ^47", 9 i78",o 247% 7 



-i»,5 



259", 2 



13. 








a*. 


l6l%2 


266% 5 




îi47"i9 


i78%o 


a, = 52", 6 




K/= o,83. 

rf = 20*"*. 




24= 55', I 


«î- 








a,. 


278", 25 


347", a5 




4", 25 


262°, 


a, = 55% 5 




* 


a 


»!= 5l%25 


«3- 








«4. 


160% 2 


265% 8 




24r\5 


178% 2 


a3=x 53% 08 




K/= 0,855. 




(24 = 55% I 



347*,5 278%25 347",25 4'\25 262%© 4%75 



266%9 i6o%2 265%8 247%5 178% 2 248". 5 



c^ = io*'". 
348% o 278% 75 348% I 4% 5 261% 8 4% 2 



«î. 










»!• 


278% 75 


348% I 






4% 5 


26i%8 


%t = 55% 35 










ais= 5i%3 


a3. 










«4. 


159% 6 


266% 4 






248% 6 


178% 2 


a, = 53% 8 




K/ = 


0,867. 




«4=55%o 



266', 7 159% 6 266% 4 248% 6 178% 2 248% o 



DÉTERMINATIONS DE Ka. 



^.. 




d = 5o«'". 




K 




266%o 


-i%5 




353% 25 


272", 


252% 7 


Pi = 43% 75 








h = 40", 5 




P3. 








K 




168% 4 


258% 8 




255% 6 


i7i%o 


255% 3 


P,= 45%3 




Ko = 0,857. 




P4=42%2 





rf = 25'^"'. 

pi- pî- 

i%25 267% 25 358% 75 353% 5 272% 5 354% o 

Pi = 44% 25 Pî=4o%8 
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DÉTERMINATIONS DE Kq. 

Distance de la lampe au cube : 

259%5 i67",3 •259",2 256",3 i7i°,o 256",5 

Ps=43%85 P8=42^7 

Ko = o,8G<)5. 

^ = 10*"". 

P.. P.. 

— 2%o -267°, 25 — 1°,25 353% 5 273", 5 353", 8 

Pi = 45",r> Pt=4o",i 

?3. Pv. 

a58%7 i67",6 259%3, 256%7 i7i",6 a55",8 

P3=44%3 ^ = 4a%3 

Ko = 0,8575. 



DéTBRMINATIONS DE "^ 



Yt- 
7", 25 258% 25 7% 75 

Yi=54%6 

Y3- 
2(i8%4 i58%6 268% O 

.T3=54%8 

IVo 

ÏI- ïî- 

G", 75 258% 5 7%o 345% 9 280", 5 345% 9 

ïi = 54%^ Ti=57%3 

Ï3. Y*- 

268", 6 i57%9 268% 6 247% 4 I79"i3 247% 3 

Yj=55%35 Y*=56"»o 



iAii\i;'«o ub 


Ko 






d = 50*". 




Y« 






345% 25 


280", 5 
Yi = 57^ 55 

Y*- 


345%5 




247% 


179% 5 
Yv=56%25 


247% 



436 C. CAMICHEL. 

DÉTERMINATIONS DK j^ — - = 2,l5. 

Distance de la lampe au cube : 

G",o 259",25 7%o 346^2 28i",25 345%'ï5 

Yi=53%25 Yt=57°,8 

Yî- Yk- 

268",4 i58",6 268",5 247%o i79",8 247^2 

Y3= 54% 9 Y* = 56% 4 

^ — 2,1a. 

Voici le résumé des expériences précédenles : 

rm cm 

c?=io K/=o,867 c/= lo Ko = o,857 

20 o,855 25 o,8Go 

3o 0,83 5o o,857 

4o o,86 

5o o,84 

r;^-=^ ODS. 

Ko en prenant Ky= Ko=: o,8o. 

cm 
û?=5o 2,i6 2,i8 

c? = 25 2,l5 2,l8 

d=\o 2,i3 2,i8 

On doit donc en conclure que Ky= Ko aux erreurs près des expériences. 
Un aQtre cube de verre d^urane plus absorbant m^a donné 

K/=o,70, 
Ko = o,7i. 

Les mêmes séries d'expériences ont été répétées pour la fluorescéine, elles 

m^ont donné, par exemple, 

K/=: o,5o, 

1^0 = 0,488, 
— Tz — =^obs.=: 2,9, — r — ^calc.=: 3,0. 

Ko Ho 
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IV. 

LES EXPÉRIENCES DE MM. MICHOLS ET MERITT. 

iVIM. Nichols et Meritt ont étudié la fluorescéîne en solution aqueuse par une 
méthode analogue à celle décrite dans le paragraphe I, page 42^* Us plabent 
devant la fente de l'un des collimateurs du spectrophotomètre une cuve contenant 
de la fluorescéine, ils mesurent : i° Tintensité de la lumière transmise T, la fluo- 
rescence n'étant pas excitée; 2° l'intensité de la lumière développée par fluores- 
cence F, le faisceau T étant intercepté; 3^ l'intensité S comprenant la lumière 
transmise et la lumière excitée par fluorescence. 

Voici Tun des deux Tableaux d'expériences qu'ils donnent : 

T^ F — S 



T. 


F. 


S, 


T 4- F - S. 




T 




18,4 


34,6 


46,3 


6,7 


36,4 


po 


ur 100 


34,9 


34,6 


64,2 


5,3 


l5,2 




» 


61 ,0 


34,9 


9», 2 


4,7 


7,7 




» 


12,9 


34,5 


42,0 


5,4 


42,0 




» 


•^4,7 


34,6 


52,8 


6,5 


26,3 




» 


12,7 


33,8 


41,5 


5,0 


39,4 




» 



Les d ingérences T-f-F — S sont faibles et, en général, de l'ordre des erreurs expé- 
rimentales, et il est curieux que cette différence reste sensiblement constante (*) 
lorsque Tintensilé T de la lumière transmise varie dans le rapport de i à 5. En 
admettant avec MM. Burke, Nichols et Meritt que le corps fluorescent n'a pas le 
même coefficient d'absorption oLf que le corps non fluorescent et en désignant 
par I l'intensité de la lumière qui tombe sur la cuve de fluorescéine, T et S ont les 

expressions suivantes : 

T=Ie-«o-, 

z désigne l'épaisseur du corps suivant l'axe du collimateur et ao le coefficient 
d'absorption du corps non fluorescent, la difl'érence T 4- F — S prend donc la forme 

g— Ot,5 g—CLfS 

l(e-',-—e-'/') = T ^::^^ , 

ce qui montre que T -h F — S varie avec T, 

11 y a lieu de se demander si les différences T -j- F — S ne proviennent pas 
d'une erreur systématique; en supposant, par exemple, que F, la fluorescence 

(1) Voir la note de la page 4'^-3. 
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excilée par la source de lumière placée transversalement, n*est pas éteinte entière- 
ment au moment où Ton mesure T, et qu'il en subsiste /= KF, la diffé- 
rence T -h F — S est égale à / et indépendante de T. 

Ces considérations m'ont engagé à reprendre les déterminations de MM. Nichols 
et Meritl. 

Une des séries d'expériences est résumée dans le Tableau suivant, K^ est 
comme précédemment le coefficient de transmission du corps, lorsque la fluores- 
cence n'est pas excitée. 



^. 


Ko. 


T. 


F. 


s. 


T+F. 


T-+-F— ! 


0,527 


o,84 


0,162 


0,242 


0,396 


0,404 


-^o,oo8 


o,5i9 


0,60 


0, IIO 


0,267 


o,364 


0,377 


-»-o,oi3 


o,5i3 


0,27 


0,043 


0,2l3 


0,259 


o,256 


— o,oo3 


o,5o4 


Of02 


0,004 


0, 123 


o,i4o 


0,127 


— o,oi3 



La différence entre T -h F et S est toujours faible et de l'ordre des erreurs expé- 
rimentales; elle est tantôt positive, tantôt négative; pour la radiation oi^, 607 pour 
laquelle MM. Nichols et Meritt donnent 

T4-F-S . 

^ = 67 pour 100, 

elle est négative. 

Les mêmes expériences ont été faites avec des solutions de fluorescéine de 
diverses concentrations. 

V. 

RELATION ENTRE l'iNTEMSITÉ DE LA LUMIÈRE EXCITATRICE 
ET l'intensité de LA LUMIÈRE EXCITÉE. 

Edmond Becquerel a montré que l'intensité de la lumière émise par phospho- 
rescence est proportionnelle à l'intensité de la lumière excitatrice (*). 

Cette loi est évidemment applicable à la fluorescence qui n'est qu'une phos- 
phorescence de très courte durée. 

Soit une cuve rectangulaire remplie de fluorescéine, elle reçoit normalement 
sur Tune de ses deux faces a une radiation excitatrice d'intensité variable !«.. La 
fente du collimateur du spectrophotomètre est placée contre la face b de la ratme 
cuve. En désignant par d la distance de la face a à l'axe du collimateur, par / l'é- 
paisseur de la cuve parallèlement à l'axe du collimateur, par a le coefficient d'ab- 

(1) Ed. Bkcquerël, La lumière, l. I, p. 2G6. 
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sorplion de la radiation excitalrice, par ^ le coefficient d'absorption de la radiation 
émise par fluorescence et tombant dans le photomètre^ Tidentité de la lumière 
émise par fluorescence peut s^écrire (les axes ox et oy sont dans le plan de la 



^•-> 



Fig. 4. 



a 




dy 



U^ 



figure 4) 05 est perpendiculaire à ce plan) : 



I, = I^e-«*' 






K désignant une constante^ ou encore 



I.= 



le e-«*' K' 



(i-e-P«), 



k' désignant une nouvelle constante. 

Si a et p sont constants et indépendants de la fluorescence, 1/ est propor- 
tionnel à \e. 

Il en est encore de même si, au lieu de prendre une radiation excitatrice 
monochromatique, on emploie pour produire la fluorescence de la lumière 
blanche. -^. 

L'expérience a été faite de la manière suivante : Une' lampe de Nernst à fila- 
ment vertical se déplace sur un banc d'optique normal à la face a de la cuve. Dans 
le Tableau suivant, d désigne la distance du filament de la lampe à la face a de la 
cuve, la colonne 1/ contient les diverses valeurs de la largeur de la fente du 
deuxième collimateur du photomètre. Ce collimateur, devant lequel est placé un 
verre dépoli éclairé par une lampe à pétrole éloignéiJ^^o^, a une distance fo- 
cale de I mètre. La fente est sjmétrique, elle a 2"*"*^^^^lle est entièrement 
ouverte. 

Un pareil dispositif permet de faire très rapidement un grand nombre de me- 
surres photométriques, les deux plages du photomètre ont toujours la même cou- 
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leur, quelle que soit la largeur de la fente. Le zéro de celle-ci se détermine par le 
procédé que j'ai précédemment indiqué ( * ) : 

const. 
cm 

d = 23,0 

24,4 

a3,i 

27,3 

9.8,0 

Ho , 2 

32,1 

36,6 

4i,o 

45,1 

57,6 

Dans d'autres expériences, l'intensité de la lumière excitatrice !<. a varié de 1 
à 12,1 ; l'intensité de la lumière fluorescente était mesurée par le procédé décrit 
au paragraphe II. 

Voici quelques nombres : 

d, 

cm 

»9»6 

111,0 

211 ,0 



V 


If. 


12 


6,3 


II 


6,5 


10 


6,5 


9 


fi,7 


8 


<>,î 




6,4 


6" 


6,» 


5 


6,7 


4 


6,- 


3 


6,1 


2 


6,() 



logd-h logsina. 


Vï- 


I ,20022 


»5,9 


I ,2J502 


16,3 


1,17837 


i5,i 



ÉTUDE DE SOLUTIONS TRES CONCENTRÉES DE FLUORESCÉINE. 

La méthode précédente est difficilement applicable aux solutions très concen- 
trées de fluorescéine, car, pour celles-ci, la fluorescence est localisée dans une 
épaisseur très faible à partir de la face d'entrée. Il faut alors observer normalement 
à cette face. Une cuve très longue contenant la solution fluorescente est éclairée 
normalement par la radiation excitatrice. En prenant les mêmes notations que 
précédemment, l'intensité de la lumière émise par fluorescence a, comme expres- 
sion, 

( ' ) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V, 2* série, p. 34 1. 
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ou bien 



if = 



Kl, 



a 



'? 



en supposant %et^ constants et indépendants de la fluorescence. 

Une cuve de quelques centimètres de longueur sera pratiquement suffisante, 
si la solution est concenlrée. Au contraire, pour des solutions étendues, il faudra 



Fig. 5. 



dx 




ôy 



employer une cuve très longue; au moyen d'une cuve auxiliaire contenant la sub- 
stance fluorescente, il sera facile de vérifier si la cuve employée est assez longue; 
s'il en est ainsi, les rayons émergenls de la longue cuve ne doivent pas provoquer 
de fluorescence appréciable dans la cuve auxiliaire. 

L'expérience peut être faite de la façon suivante : Je projette sur la face d'entrée 
de la cuve deux images rectangulaires A et B d'intensités sin^a et cos^a. Il suffit 
pour cela d'employer un nicol et un biréfringent. Au moyen d'un photomètre 
constitué également par un nicol et un biréfringent, c'est-à-dire identique à celui 
décrit page 43o, je compare les intensités des radiations excitées, je trouve que 
leur rapport est égal à tangua. 

Voici un exemple : 



Intensités 



A. 

sin*3o 

si If* 20 

sin* lo 



B. 



sin*6o 



sin 



îr, 



a observe au moyen 
du photomètre. 

o 
3o,o 



20, o 



sin*8o 



9/> 



Je me propose de répéter cette même expérience avec des fluorescences extrê- 
mement énergiques, l'expérience présente quelques difficultés à cause de l'altéra- 
tion provoquée par les radiations excitatrices dans le corps fluorescent. 
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COHCLUSIOHS. 



Les recherches précédemraeot décriles paraissent mettre hors de doute que le 
coefGcient d'absorplîoo de la fluorescéiae et du verre d*urane oe varie pas pen- 
daot la fluorescence, au moins dans les conditions où les expériences ont été 
faites. Les sources de lumière excitatrice ont été la lampe de Nerost, la lumière 
solaire réfléchie sur une glace ai^entée. Tare électrique tamisé par un verre 
violet. 



GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, 



ISOMORPHES HOLOÉDRIQUES, 
Par m. W. ERMAKOFF, 

Professeur à l'Université de Kief. 



On rencontre souvent dans Tanaljse des expressions qui ne changent pas de 
forme lorsqu'on eflectue certaines transformations contenant des constantes arbi- 
traires. C'est ainsi que la somme des carrés des coordonnées se transforme en une 
somme des carrés des coordonnées nouvelles par toute transformation des coor- 
données rectangulaires a}'ant même origine. Sophus Lie le premier a appelé Tat- 
tention sur de telles formules de transformation. Il a donné à ces formules le nom 
de groupes de trans for mations continus. 

Soit un groupe continu de transformations 

Dans ces expressions a^j .. ., a,» sont des paramètres arbitraires. Pour abréger, 
nous écrirons ces é(|uations sous la forme suivante 

(i) 0Ci^ft{x'ya) (« = i,2, ...,/i). 

Il est convenu d'appeler ordre du groupe le nombre des paramètres a entrant 
dans ces expressions. Pour que les équations (i) forment bien un groupe, il faut 
que la forme des équations (i) ne change pas par tes transformations de 
V ensemble. Montrons à quoi revient cette condition. Effectuons sur les va- 
riables a;' une transformation définie par les mêmes équations, mais avec d'autres 
paramètres 

(2) x'iz:^fi{x\b) (f = 1,2, ...,/i). 

Si des équations (1) et (2) nous éliminons les variables j/, nous devons obtenir 
des équations dont la forme sera la même que celle des équations (1) 

Fac, de T., a* S., VII. ,58 
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Le nombre des paramèlres c doit élre égal à celui des paramètres a, seulement 
les paramètres c seront exprimés en fonctions des paramètres a et b. 

Si cette condition est satisfaite, les équations (i) formeront un groupe de traos* 
formations continu. 

Dans chaque groupe continu on peut faire un changement de variables. Soit 

(3) ) , , j ,v ('=i>2, ...,/l), 

( ^i = 9iiyiy'"^yn) 

En éliminant des équations (i) et (3) les variables x et x', nous obtiendrons le 
même groupe exprimé à Taide des variables nouvelles 

(4) Ji=F/(7', a) (1 = 1,2, ...,/i). 

On peut de même faire un changement de paramètres en posant 

^j=^h(^i^ ...,«//») (y'=^2, ...,m). 
Après cela, les équations (4) prendront la forme suivante 

(5) j^=0/(/,a) (1 = 1,2, ...,/i). 

Deux groupes, tels que (i) et (5), qui peuvent ainsi être transformés Tun en 
Pautre par une transformation des variables et des paramètres, ont reçu de Sophus 
Lie le nom de groupes continus semblables (ânnlich). 

Le premier Mémoire de Sophus Lie sur la théorie des groupes continus a paru 
dans les Gôuinger Nachrichten, en 1874. Un Mémoire plus complet a paru en 
1880 dans le Tome XVI des Malhematische Annalen. Au début, Sopfaus Lie 
s^élait proposé de rechercher tous les groupes à une et à deux variables. Dans le 
cas d\ine variable, tous les groupes peuvent être ramenés par une transformation 
de la variable au groupe linéaire entier ou fractionnaire. Le nombre de paramètres 
d'un tel jgroupe ne dépasse pas trois. Dans le cas de deux variables, le nombre 
des différents groupes se trouve être supérieur à vingt; parmi ces groupes il y en 
a qui ont un nombre quelconque de paramètres arbitraires. Si nous voulions con- 
tinuer ces recherches dans le cas de trois variables, nous trouverions une telle 
quantité de différents groupes quMl serait difficile de les énumérer. 

Sophus Lie a montré que d'un groupe continu fini (1) on peut déduire un 
groupe de transformations infinitésimales et vice versa, un groupe de transfor- 
mations infinitésimales engendre un groupe fini en différentiant les équations. Si 
nous désignons les transformations infinitésimales par des symboles, nous obtien- 
drons un groupe symbolique S|, S2, ..., S^, tel que S|S,i — Si^Si est une fonction 
linéaire des mêmes symboles. Cette propriété ne cliange pas lorsqu'on effectue 
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snr les symboles une transformation linéaire. On pourrait faire l'algèbre des 
symboles satisfaisant à la condition précétteote. Ce problème, quoique très com- 
pliqué, admet une solution simple. On peut, en outre, montrer de quelle façon 
on peut passer d'un groupe symbolique û un groupe fini. 

Il apparaît que le passage d'un groupe symbolique à un groupe fini peut être 
effectué de façons très variées; on peut obtenir ainsi des groupes qui ne peuvent 
plus être transformés les uns en les antres. Prenons, par exemple, un groupe de 
trois symboles que l'on rencontre fréquemment. Les symboles de ce groupe satis- 
font aux équations 

S,S,— S,S,= S„ 

S,S,-S,S,=:3S„ 

s,s,-s,s,=s,. 

On peut trouver (rois groupes finis engendrés par ce groupe symbolique. 
. Premier groupe. — C'est le groupe de transformations à une variable 
aa:'-\-b 



Deuxième groupe. — C'est le groupe de transformations â deux variables 
ad — bc = 1. 

Troisième groupe. — C'est le groupe de transformations orthogonales de trois 
coordonnées 

Zi=a.'s\ -f- p'a', -t- /='„ 

Il existe entre les neuf coeflîcienls du dernier groupe six relations connues. 

Sophus Lie (') donne aux groupes linis engendrés par un même groupe sym- 
bolique le nom de groupes isomorphes hotoédriques (holoedrisch isomorpben 
ou gleichzusammengesetzten). 

Les trois groupes ci-dessus ne peuvent pas être transformés l'un en l'autre pour 
celte raison bien simple qu'ils ne contiennent pas un même nombre de variables. 
Il en résulte que les groupes isomorphes hoioédriques ne peuvent pas toujours 
être transformés les uns dans les autres. Dans le Chapitre XIX de son Ouvrage, 

(') Théorie der Trans/ormationtffruppen, l" Abscbnitt, 1888, Chapitre XVII. 






446 W. ERMAKOFF. 

Sophus Lie indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux groupes 
soient semblables, c'est-à-dire pour que Fun de ces groupes puisse être transformé 
en l'autre. Il résulte de ces recherches que les groupes continus présentent une 
variété infinie, de sorte qu'il est impossible de les réduire à un nombre restreint 
de types. Une fois cette constatation faite, Sophus Lie et plusieurs autres mathé- 
maticiens après lui se mirent à étudier les propriétés particulières des groupes. 
On en a trouvé un très grand nombre et la littérature concernant la théorie des 
groupes a pris une très vaste extension et a perdu, par conséquent, une partie de 
son intérêt. 

En réalité, l'affirmation dont je viens de parler est inexacte. Je surprendrai cer- 
tainement beaucoup tous ceux qui se sont occupés de la théone des groupes en 
disant que deux groupes isomorphes holoédriques peuvent toujours être trans- 
formés Vun en l'autre indépendamment du nombre des variables de chaque 
groupe. 

En effet, les propriétés du groupe restent les mêmes lorsqu'on augmente un 
nombre quelconque de fois le nombre des variables. Si, dans un groupe donné, 
on augmente un certain nombre de fois le nombre des variables, on pourra tou- 
jours en déduire, par une transformation des variables, tout autre groupe iso- 
morphe hoioédrique au premier. La méthode à suivre pour faire une telle trans- 
formation sera exposée plus loin. 

Le théorème énoncé étant supposé vrai, on voit clairement l'importance du 
problème de la réduction d'un groupe continu à sa plus simple expression avec le 
minimum de variables. J'ai l'intention de consacrer trois Mémoires à l'étude de 
ces questions. Dans le présent Mémoire, je démontre le théorème énoncé plus 
haut, et je l'explique par quelques exemples. Dans le deuxième, je montrerai de 
quelle façon un groupe continu peut être ramené à une forme rationnelle avec le 
minimum de variables. Dans le troisième, je m'occuperai en détails de la forme la 
plus simple d'un groupe continu. 

Faisons tout d'abord une remarque. Dans le cas le plus général, le groupe peut 
contenir des variables de deux espèces; celles qui varient et celles qui restent 
sans changement. Ainsi, dans le groupe 

la variable y ne varie pas. La variable qui ne varie pas peut être remplacée par 

une constante pourvu que l'ordre du groupe reste le même, c'est-à-dire que le 

nombre de paramètres indépendants ne change pas. Tant que y est regardée 

comme une variable, le groupe ci-dessus possède trois paramètres; mais, si nous 

regardons y comme une constante, nous n'aurons que deux paramètres : a et 

b 4- cy. Dans le groupe 

j7 = aa:' H- 6/ -t- cz^ 
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les variables y et z ne changent pas. Uordre de ce groupe ne sera pas modifié si 
nous donnons à Tune de ces variables une valeur déterminée quelconque, par 
exemple ^ = i. 



1. — Propriétés générales des groupes continus. 

Pour ne pas faire de renvois, énumérons brièvement les propriétés essentielles 
des groupes continus. On trouvera la démonstration de ces propriétés dans un 
grand nombre d'ouvrages. 

Soit un groupe continu 

(i) Xi-=ifi{x\ l, a) (i = I, 2, . . ., /i). 

Dans ce groupe, les x représentent les variables qui varient, \ les variables qui 
ne varient pas, a les paramètres. 

Le nombre des quantités de chaque espèce peut être quelconque. Dans chaque 
groupe nous réduisons toujours les paramètres au plus petit nombre possible. 
Faisons observer que le nombre des paramètres ne peut pas être réduit, s^il est 
impossible de choisir les constantes C|, . . ., Cm de façon que les équations 

/ V r» àxi ^ dxi ^ dxi . . . 

deviennent des identités. 

Prenons les dérivées des fonctions (i) par rapport à un paramètre quelconque, 
et formons l'expression diiTérentielle suivante 

' oaj dxi docj dx^ oolj dx^ 

Dans cette expression, les coefficients des dérivées partielles -^ — sont des fonc- 
tions des variables x\ % et des paramètres a. Mais des équations (i) nous pouvons 
tirer les variables x' en fonction des variables x^ \ et des paramètres a. Les coeffi- 
cients de l'expression (3) pourront donc être regardés comme des fonctions des 
variables x^ \ et des paramètres a. Dans ce cas, comme on le prouve dans la 
théorie générale des groupes continus, l'expression (3) peut être mise sous la 
forme suivante 

Les coefficients Ay. y sont des fonctions des paramètres seuls et ne dépendent 
pas des variables x et ^. Quant à S|, S2, . .., S^, ce sont des expressions différen- 
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tîelles 

(4) • S, = X,.^+X„^+...-+-Xm5^ (1 = 1,2, ...,«). 

Les coefficienls de ces expressions sont des fonctions des variables J7 et Ç et ne 
dépendent pas des pararaèlrcs a. 

Sophus Lie a donné aux expressions différentielles (4) le nom de transforma- 
tions infinitésimales. 

Une combinaison de deux transformations infinitésimales quelconques s'exprime 
linéairement à Taide des mêmes transformations infinitésimales 

(5) S/Sjt — SjtS,= E/jfciSi-h E/AiSj-h. . .H- E/jt,„S,„. 

Dans le second membre, les coefficients EiAy sont des nombres qui ne dépendent 
ni des paramètres a, ni des variables^ et ^. Les transformations infinitésimales S|, 
Sa, . . ., S;„ qui satisfont à cette condition forment un groupe de transformations 
infin itésimalcs . 

Le groupe des transformations infinitésimales (4) est identique au groupe de 
transformations Gni (i) dans ce sens que l'un des deux découle de l'autre. 

Pour déduire d'un groupe de transformations infinitésimales (4) un groupe 
fini (i), on procédera de la façon suivante : Formons les équations différentielles 

Choisissons les constantes d'intégration de façon que, pour une valeur particu- 
lière du paramètre a/, les variables ^i, ..., Xn. se réduisent respectivement à 
x\^ ..., x',^. Nous obtiendrons ainsi un groupe de transformations d^ ordre un, 
c'est-à-dire un groupe de transformations à un seul paramètre 

Xj=fj{x\y . . .ta:;^;^!,^,, .. ., «/) (y = i, a, . . ., n). 

En combinant ces groupes entre eux, nous aurons le groupe de transforma- 
tions (i). 

Entre un groupe de transformations fini (i) et le groupe de transformations 
infinitésimales (4) il existe encore une autre relation importante. Transformons 
les expressions différentielles (4) en introduisant des variables nouvelles x' à 
l'aide des équations (i). Nous aurons les équations suivantes 

* 

S|= A/i S', ■+- Ait S', + ... 4- A/;„ S^„ ( I =1 1 , 2, . . . , m). 
Dans ces équations S|- s'obtient de Texpression (4) par une simple substitution 
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des variables x^ aux variables x* Quant aux eèerHcienls Â/y, ils ne dépendenl pas 
des variables x^ et \ et sont des fonctions des paramètres a seuls. 
Nous arrivons ainsi au théorème suivant : 

Théorème W — Toute transformation infinitésimale (4) se transforme à 
l'aide des équations (i) en une fonction linéaire des mêmes transformations 
infinitésimales. 

On doit y ajouter le théorème réciproque suivant : 

Théorème II. --- Si toute transformation infinitésimale (4) *^ transforme 
à l'aide d*équations quelconques 

(6) Xi=^i(x\^) (£ = I, 2, ..., /l) 

en une fonction linéaire des mêmes transformations infinitésimales, les équa- 
tions (6) sont contenues dans les équations (i). 

• 

On doit entendre par là qu^on peut donner aux paramètres a des valeurs telles 
que les équations (i) deviennent identiques aux équations (6). 

Faisons observer ensuite qu'entre les transformations infinitésimales (4) il ne 
doit pas exister de relation linéaire à coeflGcients constants. En eflfet^ si une telle 
relation existait, il existerait également une relation semblable entre les expressions 
différentielles (3) 

y^l 1 1 ~T~ \jf 1 j ~T~ . • » "T" yj/n t ffi — G. 

Cette relation se décompose en équations (2), ce qui est impossible si les para- 
mètres a sont réduits au moindre nombre. Il en résulte le théorème suivant : 

Théorème III. — Si les paramètres ol sont réduits au moindre nombre, il 
n'existe pas entre les transformations infinitésimales {^) de relation linéaire 
à coefficients constants. 

Pourtant, il peut exister entre les transformations infinitésimales (4) des rela- 
tions linéaires à coefficients dépendant des variables x et \. De telles relations 
existent toujours si le nombre des variables qui varient est inférieur à celui des 
paramètres a. 

Le théorème suivant a, en outre, lieu : 

Théorème IV. — Si les équations différentielles 
(7) 8,0 = 0, 8,0 = 0, ..., S;„0 = o 

ont une intégrale commune 
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cette fonction ne change pas par les transformations (i) 

Dans ]e cas général, les équations (7) peuvent avoir jx intégrales communes. 
Pour trouver ces intégrales, il sufGt d*intégrer les n — [jl équations difTérenlielIcs 

8,0 = 0, 8,0 = 0, ..., 8n-|iO=0. 

Les intégrales de ces équations doivent satisfaire aux autres équations (7). Mais 
cela n^est possible que dans le cas où toutes les transformations infinitésimales (4) 
s^expriment linéairement au mojen de n — [jl transformations infinitésimales. 
D'où le théorème suivant : 

Théorème V. — Si les équations différentielles (7) ont \k intégrales, toutes 
les transformations infinitésimales s^expriment linéairement au moyen de 
n — [JL transformations infinitésimales, 

La réciproque est également vraie. 

Tels sont les théorèmes les plus importants de la théorie des groupes. 



2. — Groupe imprimitif. 

lVous dirons qu'un groupe de transformations 

(i) ^i=fi(,^',l,ct) (1 = 1, 2, ..., /i) 

est primitif, si Ton ne peut pas éliminer de ces équations tous les paramètres. 
Par contre, si des équations (i) on peut éliminer tous les paramètres a, le groupe 
sera dit imprimitif. 

Il résulte de cette définition que tout groupe dans lequel le nombre des va- 
riables X qui varient est plus grand que celui des paramètres a, est imprimitif. Mais 
il peut arriver que le groupe soit imprimitif lors même que le nombre des va- 
riables X est plus petit que celui des paramètres a. 

Montrons comment on peut reconnaître si le groupe est primitif. Démontrons 
que, dans le cas où le groupe est imprimitif, on peut, sans nuire- à sa généralité, 
diminuer le nombre des variables qui varient. 

Supposons que les équations (i), après élimination des paramètres, conduisent 
aux [JL équations 

(2) r|( j^i, . . ., a7„, jjj, . . ., x,^\ qi9 qs> . . .) = o (1 = 1,2,...,^). 
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En exprimanl à l'aide de ces équations [jl variables x en fonclion des autres 
variables, on mellra les équations sous la forme 

Dans ces équations, les paramètres ^r' sont de certaines fonctions des variables^ 
•et Ç. Nous pouvons toujours réduire les paramètres (^ au moindre nombre. Les 
équations (3) ne doivent pas changer de forme, en substituant aux variables od 
les expressions suivantes 

<4) ^'i = fi{^,l.^) (1 = 1, 2, ..., W). 

Par cette substitution les équations (3) doiveift se transformer en les équations 
suivantes 

j?/ = O/ ( j?i , . . . , «î?/»— |i ?si»sî> •••5^i> •••♦^v) \i-=i n ^H-i. ...,/t). 

Dans ces dernières équations, les paramètres q^ s'obtiennent des paramètres q^ 
■en remplaçant les variables x^ par les variables x? , Il en résulte qu'après élimina- 
tion des paramètres ^ des équations (4), on doit obtenir les équatiims suivantes 

^1 («^l» • • • > «^«î SI» 4*» • • •) -^ ^/("^i» • • • > *^/M SI» SI» •••) (1 = 1,2, ...,v). 

Ces dernières équations doivent être équivalentes aux équations (2), et leur 
nombre doit être le même. Nous en déduisons le théorème suivant : 

Si le groupe des transformations (i) est imprimitif ^ on obtient^ après éli- 
mination des paramètres a, une ou plusieurs équations de la forme suivante 

0/(a:,, ..., x„; J,, ^„ ...) = ^/(^i, . .., ^n\ lu $t, ...) (« = ï, a, ..., f^). 

Il résulte des théorèmes IV et V (n" 1 ) que, dans ce cas, les équations (7), n" 1, 
-ont [i. intégrales. 

On voit donc qu'il est facile de reconnaître si un groupe est imprimitif. 

Le groupe (1) est impriniitif si toutes les transformations infinitésimales 
s^ expriment linéairement au moyen de n — [jl transformations infinité- 
simales. 

Soit 

A Taide de ces équations, nous pouvons exprimer jjl variables ^ et jjl variables 
correspondantes x' en fonction des autres variables. Substituons les variables 
ainsi déterminées dans les équations (i). Après cela, on pourra rejeter [jl équa- 
tions, attendu qu'elles sont les conséquences des autres équations. En fin de 
Fac. de T., 2" S., VII. Çq 
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comple, nous réduirons le nombre des variables x^ mais en même lemps on verra 
apparaître de nouvelles variables 7) qui restent sans changement. 
Cela nous conduit au théorème suivant : 

Dans chaque groupe imprimitif on peut, par une transformation des va- 
riables, diminuer le nombre des variables qui varient, mais ie groupe devient 
alors primitif. 

3. — Groupes identiques. 

Soit un groupe primitif 
(i) oCi^fii^xW.cf.) (1 = 1, 2, ..., n). 

En laissant Ç et a sans changement, substituons aux variables x ^\, ocf les autres 
variables 

(2) r/=//(yM»«) (1 = 1, 2, ..., /i). 

Appelons les groupes ainsi formés groupes identiques. 

Supposons que dans le groupe (i) /e nombre des variables qui varient soit 
plus petit que celui des paramètres. 

Nous allons montrer que, dans ce cas, le groupe (i) ne peut pas être transformé 
en groupe identique (2) à l'aide de formules contenant des paramètres arbi- 
traires. 

Désignons les transformations infinitésimales du groupe (i) par S|; S3, .«., S^- 
En substituant les variables^ aux variables x, nous obtiendrons les transforma- 
tions infinitésimales du groupe (2) 

T T T 

Ajoutons les équations (2) aux équations (1). Le groupe ainsi obtenu contiendra 
in variables qui varient. Les transformations infinitésimales de ce groupe seront 

(3) Si4-T|, Sj4-Tj, ..., Sfl»4- T;m. 

Il peut arriver que le groupe ainsi formé soit imprimitif. Dans ce cas, les trans- 
formations infinitésimales (3) s'expriment linéairement en fonction de 2/1 — |x 
transformations infinitésimales. Alors les équations 

S,^ -h T,0 = o, S,^ 4- T,<î» = o, . . . , S«^ -h T,«^ = o 

ont [JL intégrales. Le nombre [x ne doit pas dépasser n; car, dans ce cas, le 
groupe (i) serait imprimitif. 

Soit tjL = /i. Supposons que toutes les transformations infinitésimales (3) 
s'expriment linéairement au mojren de n transformations infinilésiinales. Dans ce 
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cas, comme cela a été prouvé dans le n®2, nous aurons les équations 

'V/(j7i, . . ., ûc:^; Yif . . . , yn'^ si> s*» • • •) ^^ ^i("^i» • • • » ^»» yif • • •> ^n 5 si> s*» • • •) ^-" r' 

(i = i> 2, . . ., /i). 

Ces équations nous donnent 

<4) ^/ = ?i(ri, ...,//i; $1, lî, ...; Pi, ..-, Pi») (/=i, 2, ..., /i), 

<5) j?;zzi(pj/;, ...,7;; Ç„ ^„ ...; (3,, ..., (3„) (i = i, 2, ..., n). 

Dans ces équations, nous pouvons considérer les quantités ^ comme des para- 
mètres. 

En admettant ce qui précède, les équations (i) se transforment, à i'aide des 
formules de transformations (4) et (5), en équations (2). 

Appliquons les transformations (4) et (5), plusieurs fois de suite, mais en nous 
servant chaque fois de nouveaux paramètres p. Nous obtiendrons de nouveau des 
formules à Taide desquelles les équations (i) se transformeront en équations (2). 
Il en résulte que deux transformations successives laissent la forme des équa- 
tions (4) et (5) invariable; en même temps le nombre des paramètres reste éga- 
lement sans changement. Les équations (4) forment donc un groupe dans lequel 
le nombre des variables qui varient est égal à celui des paramètres; désignons les 
transformations infinitésimales de ce groupe par 

{6) li9 lu •••, 2n. 

Le groupe (5) est identique au groupe (4); les transformations infinitésimales de 
ce groupe s'obtiennent des transformations infinitésimales (6) à l'aide d'une 
simple substitution des variables x' aux variables x 

Les formules (i) et (2) transforment le groupe (4) en un groupe identique (5). 
Les transformations infinitésimales (6) se transforment donc à l'aide des expres- 
sions(i)en transformations infinitésimales (7) ; en même temps, chaque transfor- 
mation (6) se transforme en une expression linéaire des transformations infini- 
tésimales (7). En vertu du théorème ll(n" 1), les équations (1) doivent être 
contenues dans les équations (4); mais cela n'est possible que dans le cas où le 
nombre des paramètres a ne dépasse pas le nombre des paramètres p. 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Si, dans un groupe primitif (1), le nombre des variables qui varient est 
plus petit que celui des paramètres, ce groupe ne peut pas être transformé 
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en un groupe identique à l'aide de formules contenant des paramètres arbi- 
traires. 

Par contre, si, dans un groupe primi'lif (i), le nombre des variables qui varient 
est égal à celui des paramètres, ce groupe peut toujours être transformé en un 
groupe identique (2) à Paide des formules (4) et (5) contenant des paramètres 
arbitraires. Dans ce cas, les paramètres ^ peuvent être exprimés en fonction des 
paramètres a, de telle manière que le groupe (4) soit identique au groupe (i). 



4. — Réduction d'un groupe a la forme complète. 

Soit un groupe primitif 

(i) ^/==//(^, ^, a) (i=:i, 2, ..., n). 

Supposons que dans ce groupe le nombre des variables x qui varient soit plus 
petit que celui des paramètres a. Ajoutons à ce groupe un groupe identique 

(2) //=//(/» $» a) (1 = 1, 2, ..., n). 

Nous obtiendrons un groupe avec 2/1 variables x et y. Il peut arriver que ce 
groupe soit imprimitif; les transformations infinitésimales du groupe s'exprime- 
ront alors linéairement au moj^en de 2/1 — y. transformations infinitésimales, il a 
été démontré dans le n" 3 que [jl ne doit pas dépasser n. 

En vertu du n^ 2 nous pouvons diminuer le nombre des variables qui varient 
de [JL unités. Nous obtiendrons alors un groupe primitif contenant 2/2 — ^k variables 
qui varient. Si dans ce groupe le nombre des variables qui varient est plus petit 
que celui des paramètres, nous pourrons appliquer le même procédé une seconde 
fois. On procédera de la même manière jusqu'à ce qu'on obtienne un groupe pri- 
mitif tel que le nombre des variables y soit égal à celui des paramètres. 

Appelons groupe complet tout groupe primitif dans lequel le nombre des 
variables qui varient est égal à celui des paramètres. 

Nous pouvons déduire de ce qui précède le théorème suivant : 

Tout groupe peut être transformé en groupe complet, par une transfor- 
mation de variables et par r adjonction de groupes identiques. 

5. — Groupes isomorphes holoédriques. 

Soit un groupe primitif de Iransforinations 
(i) Xi—fi{x\ l, a) (/=:i, 2, ..., n). 
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Soient 
(2) ^•'^^'^djô"^^'^âx' "^*""^^'"5^ (' = !> î^> ••.» ^) 

les transformations infinitésimales de ce groupe. 

Toute combinaison de ces transformations infinitésimales s'exprime linéaire- 
ment au moyen des mêmes transformations infinitésimales 

Considérons un autre groupe primitif 

(4) r/=?i(/> TO, P) (l=rj, 2, ..., V). 

Supposons que les ordres des deux groupes (i) et (4) soient les mêmes, c'est- 
à-dire que le nombre des paramètres a soit égal à celui des paramètres p. Le 
nombre des variables dans les deux groupes peut être différent. Soient 

(5) T/==Y/, J-- -*-Y/,^ 4-...4- Y/„^ (1 = 1, 2, ..., m) 

les transformations infinitésimales du groupe (4)- 

[| peut arriver que les combinaisons des transformations infinitésimales (5) 
s'expriment en fonction linéaire des transformations infinitésimales exactement 
de la même manière que les combinaisons des transformations infînitésimales (2), 
c'est-à-dire que l'on ait 

(6) T,T;t— T^T/=6/jt,Ti + 6/jttT,-h. . .H-e^mT/,,, 

les coefficients des termes du second membre étant respectivement égaux à ceux 
de (3). Si cela a lieu, les deux groupes de transformations infinitésimales (2) 
et (5) seront isomorphes holoédriques, car à chaque transformation infinitésimale 
de l'un de ces groupes correspond une transformation infinitésimale de l'autre. 
Dans ce cas les groupes finis (i) et (4) portent également le nom de groupes iso- 
morphes holoédriques. 

Cherchons à résoudre la question suivante : 

Peut-on transformer un groupe en un groupe qui lui soit holoédrique iso- 
morphe? 

Supposons que le nombre des variables du groupe (4) qui varient ne dépasse 
pas celui des variables correspondantes du groupe (i), v^/i. Essayons de déduire 
le groupe (4) du groupe (i) par une transformation des variables. 
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Pour cela formons les équations difTérenlielles 

Substituons à O successivement j'i, ^2, . .., Vy, en considérant les variables^ 
€omme des fonctions des variables or, Ç et t). Nous obtiendrons ainsi le système 
d'équations différentielles 

<7) ^iyj=-^lJ (' = '. 3> •••> ^; J = iy 2, ..., V). 

En vertu des égalités (3) et (6) les parenthèses de Poisson formées de deux 
quelconques des équations (7) se ramènent à une combinaison linéaire des mêmes 
équations. Les équations (7) forment donc un système fermé. Un tel système 
admet toujours des intégrales dont le nombre est égal à celui des fonctions 
cherchées y. 

On serait tenté d*en conclure que deux groupes isomorphes holoédriques 
peuvent être transformés l'un en Tautre. Mais une telle conclusion n'est pas 
justifiée e t voici pourquoi : la théorie générale des équations différentielles aux 
dérivées partielles montre que les ititégrales existent réellement, mais ces inté- 
grales peuvent se présenter sous une forme dont on ne pourrait tirer parti. En 
effet, il peut arriver que l'une des intégrales des équations (7) se transforme en 
une certaine relation entre les fonctions cherchées^ : 

F(ri> ...,rv) = o. 

Celte circonstance indique que le groupe (i) ne peut pas être transformé en 
groupe (4)* Expliquons-le sur un exemple. 
Prenons le groupe suivant : 



^j -h a CJ7, -ha 



cx\ 



Ce groupe contient trois paramètres si ad — 6c = i. Les transformations infini- 
tésimales de ce groupe sont 

s- '^ 

s =x — -X — 

Oj — X^ -7— h X^X^ 



dxy dxj^ 



GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, ISOMORPHES HOLOÉDRIQUES. 4^7 

Il existe entre ces transformations infinitésimales les relations suivantes 

iS| Sj — StS| = Si, 
S,S,— S,Si=2S„ 
&f oj — 3j 9} ^3 9y. 

Prenons ensuite le groupe suivant : 
t,n\ V — «Vi + «P/» + P' ,, _ a «y.y ', + ( «a H- Py ) y', + a pa 

Le groupe sera de nouveau du troisième ordre si aS — ^y= ■• Les transforma- 
tions infinitésimales de ce groupe sont 

rp à à 

rr à â 

T,= 2K, -T \-Yt-z — > 



U existe entre ces transformations infinitésimales les relations suivantes 

(II) T,T,-T,T,= qT„ 

( T,T,-T,T, = T,. 

Les formules (9) et (1 1) montrent que les groupes (8) et (10) sont isomorphes 
hoioédriques. Essayons de transformer le groupe (8) en groupe (10). Les équa- 
tions (7) prennent la forme suivante 

dx, -^•' dx, -'^' 

ày\ I ày^ __ ày^ i dy^^ __ 

, dyx ÔYi _ j dy^ dy^ _ , 

Les intégrales de ces équations sont 

Mais ces intégrales ne satisfont pas à notre problème. Qu^est-ce que l'on peut 



I 
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en conclure? Peut-on transformer un groupe en un autre groupe holoédrique iso- 
morphe? Il est bien entendu qu'une telle transformation est toujours possible, 
mais elle ne se fait pas aussi simplement qu'on pourrait le croire à première vue. 

Supposons que nous ajons deux groupes isomorphes holoédriques et que Ton 
demande de transformer l'un de ces groupes en l'autre. Dans ce but, réduisons 
tout d'abord le premier groupe à la forme complète, en nous servant pour cela du 
procédé indiqué dans le n^4; après cela il sera toujours possible de déduire du 
groupe complet, par une transformation convenable, n'importe quel autre groupe 
isomorphe holoédrique. En effet, si le premier groupe est complet, le nombre des 
variables qui varient est égal à celui des paramètres, n = m. On pourra déduire 
des équations (7) les dérivées partielles de chacune des variables dépendantes 
y\i •••> y^' Nous aurons les différentielles totales des fonctions cherchées y] par 
conséquent le problème se ramène à l'intégration de plusieurs équations aux diffé- 
rentielles totales. 

Pour la solution de certains problèmes particuliers il n'est pas toujours 
nécessaire de ramener le premier groupe à la forme complète, mais il suffit 
d'augmenter un certain nombre de fois le nombre des variables qui varient en 
ajoutant des groupes identiques. 

Nous pouvons en déduire ce qui suit : 

Si, par l'adjonction de groupes identiques, on augmente plusieurs fois, dans un 
groupe donné, le nombre des variables qui varient, on pourra, par une transfor- 
mation des variables, déduire du groupe ainsi obtenu n'importe quel autre groupe 
isomorphe holoédrique au premier. 

Expliquons ce théorème sur quelques exemples. 



(0 



6. — Groupe linéaire homogène a deux variables. 
Prenons le groupe suivant 



( ^ =: C/' 4- dz'. 



Ce groupe sera du troisième ordre, si ad — bc=\. Posons ^ == x. Nous aurons 

z 

alors 

ax' -\- b 



(2) x = 



ca/ -hd 



Ces deux groupes sont isomorphes hoioédriques. Le premier de ces groupes 
peut être facilenftent transformé en groupe (2). Montrons de quelle façon le 
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groupe (2) se Iransformc en groupe (i). Triplons pour cela le nombre des 
variables du second groupe 

,ov ax'-hb aa:\+-b ax'-^b 



ex' 



i ' *^ 1 1 i ' "^1 't * * 

4- a cx\-ird cx\-\-d 



Nous pouvons maintenant montrer que l'on peut par une transformation des 
variables déduire du groupe (3) le groupe (i). 

Les transformations infinitésimales du groupe (3) seront 

Q^ ___ d â â 

//x j ^ d d 

* ÔX * ÔXi * ÔXi 

Entre ces transformations infinitésimales existent les relation suivantes 

SiSj — SjSj = Si, 

d| 03 S3S1 ^^ 2 Off 

Nous devons ensuite trouver les transformations infinitésimales du groupe (i) 
sous une forme telle qu'elles correspondent aux transformations infinitési- 
males (4)* Les transformations infinitésimales cherchées seront 

Ces transformations infinitésimales correspondent réellement aux transforma- 
tions infinitésimales (4), puisque l'on a 

T,T,-T,T,= T„ 
T,T,-T,Tt=2T„ 
T,T,-T3T,= T3. 

Formons maintenant les équations différentielles 

S,0 = T,0, 8,0 = T,0, S,* = T,0. 

Fac. de T., 2* S., VII. 60 
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Subsliluons successivement^ ei z k ^ : 



ày . ày 



ôx ÔJCi dx^ 



ôy 



dz dz 



dz 



ôx dx^ dx^ 



=ri 



ôy dy 

ôx 

dx 



ffy _ 



X 



' dx, 

* ÔXi ' ' ôx^ 



Xm ^^ r= 

^ÔX, 



I 
5^' 



X 



x^ 



dx 

El 
dx 



X 



dz 
'dx, 

.il 

'dx. 



dz 



x\ 3— = o. 
* ôx^ 



Tirons de ces équations les dérivées partielles des fonctions^ et z\ avec ces 
dérivées partielles formons les différentielles totales; nous obtiendrons les équa- 
tions suivantes 

{x — x^){x — Xi){x^ — x^) ôy 

— ^ [{x\ — xDôx -\-{x\ — x^) ôx^ 4- (a?* — a:J ) ôx^^ 

4- z\i^x^'— Xx')dx H-(j*i — x)dx^'\'{x — .r,)dx,]z=:o. 

(J7 — x^{^x — x^^i^x^ — x^)ôz 

— y[^i^i(j?i — a?,)()j?-+- J7,j?(x, — a:) ôx^-^ xxi{x — Xi) ôx^] 

-h -[xl — xl)ôx -{-{xl— X*)ÔXi'\-{x* — x\)ÔXi]=zO. 



Les intégrales de ces équations seront 



(5) y = 



Ax -4- Bj?|-+- Cxf 



^{x — Xi){x — ^i)(^i — Xi) 



AX^XfT' iiX^X ~i~ \jXXf 

Z-=. ^ =M 



où ks constantes sont liées par la relation 



(6) 



Ah-Bh-C = o. 



Le résultat que nous venons de trouver peut être vérifié de la façon suivante : 
transformons les variables x, Xi et X2 d'après les formules (3). Les variables^ et z 
définies par les formules (5) pourront se transformer linéairement si entre les 
trois constantes A, B et C il existe la relation (6). 



7. — Groupe linéaire non homogène a deux variables 



(0 



Prenons le groupe de transformation suivant 

Xi = a^x\ 4- i^'x'^ H- c', 
Xi=: a x\-^ b x'^ -h c. 
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Ce groupe conlient six paramëlres. Les transformations infinitésimales de ce 
groupe sont 



(a) 



a — ^ a — ^ a — ^ 

e d „_ â e d 

^'-""^à^^' *''-'^»5i:' ^'-"^'dF^' 



Prenons ensuite le groupe suivant 



(3) y, = ^^yi:^, «/i + py. + y. 



Montrons que ces deux groupes sont isomorphes hoioédriques. Les transforma- 
tions infinitésimales du groupe (3) sont 

m ^ T ^ rr à ^ d 

Twy ^ rr à rw, m à Ô 



En formant les combinaisons des transformations infinitésimales (2) ainsi que 
les combinaisons des transformations infinitésimales (4), nous verrons facilement 
que les groupes donnés sont isomorphes hoioédriques. 

Les transformations infinitésimales correspondantes ont les mêmes index. Il en 
résulte que Tun de ces groupes peut être transformé en Tautre. 

Montrons comment transformer le groupe (1) en groupe (3). En doublant le 
nombre des variables du groupe (i) nous obtiendrons le groupe suivant 

x^T=.a x\ -\-h x\-\-c^ |t= « X\ "^" ^ ?î "^ ^• 



De ce groupe on peut, par une transformation des variables, déduire le 
groupe (3). Les variables ^1 et j'2 sont données par les équations difierentielles 
suivantes 

^ + ^=0 ^4-^ = 1 

ôx^ d\x ' àx^ ô\x ' 

ôx^ àl^ "" ' dx^ dit ^^'' 
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Cl 



x 






Les intégrales de ces équations sont 



^ ^1 — SI ^ si*^! — Çx-^l 

/ > — — "Z F ' ^« — — Z 1 — 



Telles sont les formules qui servent pour transformer le groupe (5) en 
groupe (3). 

Montrons maintenant la solution du problème inverse : Transformer le 
groupe (3) en groupe (i). Doublons pour cela le nombre des variables du 
groupe (3), nous obtiendrons le groupe suivant 

ay^-^ __ ay\ + pr ; -h y 

(6) { -^ "^ 

rji — -, 7-> Y)| — ; i • 



De ce groupe, par une transformation des variables, on peut déduire le 
groupe (i). Les variables x^ et^^ peuvent être déterminées à Taide des équations 
didérentielles suivantes 

àyt drit Oyt c/t), 

dxx dx, ôxm âXf 

'^ àyt ^ânt "^ àyt dri^ 

ôxy âx* dxm dx^ 

ôxx âx. âXf ôx^ 
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et 



. dx, , dx. dx. ôx, 

, âx. , dx. âx. dx^ 



Les intégrales de ces équations sont 



/! — TOi /l—T^l 



Telles sont les formules qui servent pour transformer le groupe (6) en groupe (i) 



8. — Groupe de transformations orthogonales de trois coordonnées 

A origine fixe. 

Prenons le groupe linéaire isomorphe à deux variables 

( Xiz=-ax\-{- bx'^y 

(0 

( Xi'=.C x\-¥- dx\ , 

Ce groupe sera du troisième ordre si ad — bc = i. 

Élevons ces équations au carré et prenons-en le produit. Nous aurons 

x] =. a* x'^ -i-iabx\ x\ 4- b^x'^j 
X, X, z= acx'} -\-{ad -^ bc) x\ x\ -h bdx'} , 
x\ — c* x'^ -+- 2 cdx\ x'^ ■+■ d*x'^ . 

A a;J, XiX2, x\ substituons respectivement^!, y.j.', y^- 

Nous obtiendrons ainsi un groupe de transformations à trois variables 

( 2 ) i '^* ~ ^^^^ -+- («^ 4- bc)y'^ H- bdy[,, 

\ 73 = c^' y'i -+- 2 cdy'^ 4- d^y\. 

Le groupe formé ainsi sera imprimitif. En éliminant les paramètres, nous 
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obtiendrons 

Faisons un changement de variables au moyen des formules 
(4) /i = -iV''^^4-5„ 73=SivCrr— s„ yt=Zi, 

Nous aurons le groupe suivant 



I Zi=: a z 
(5) < ZfZiza'z 



(=. 









Le groupe formé ainsi n^est autre que le groupe de transformations orthogonales 
de trois coordonnées, car Fégalilé (3) se transforme en 

Nous voyons donc que le groupe de Iransformalions orthogonales à trois coor- 
données (5) est isomorphe hoioédrique au groupe de transformations linéaires 
homogènes (i). Montrons comment Tun de ces groupes se transforme en Tautre. 

Faisons observer tout d'abord que le groupe des transformations orthogo- 
nales (5) se transforme, à Taide des formules (4)) en groupe (2). Du groupe {'x) 
on peut déduire le groupe (i) si nous posons 

Les mêmes formules servent pour passer du groupe (i) au groupe (a), mais 
alors les variables sont liées par la relation suivante 

Pour éviter cette relation il faut doubler le nombre des variables du groupe (i) 

a:,= cx\ -h dx'^^ Ç«= c Çi H- dl^^. 
De ce dernier groupe nous pouvons déduire le groupe (2) en posant 
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9. — Groupe de transformations orthogonales de trois coordonnées 

a origine variable. 

Prenons le groupe de transformalîons orthogonales de trois coordonnées à ori- 
gine variable 

15,= a 5', 4- (3 z\-\-y s; H- a, 
z^—oi'z'^ -h ^'z\ 4- fz\ 4- h\ 

Entre les neuf coefficients des coordonnées nouvelles il existe six relations 
connues. Montrons que ce groupe est isomorphe hoioédrique au suivant 

(a) Xi= — 5 j-, Xi=: -^ — S rrr {bc^ad=i). 

Tout d'abord, à Taide des formules (4), n° 8, le groupe (i) peut être ramené à 
la forme suivante 

j,= A«/,4- 2AB^; 4-B*j 
7«=ACy,4-(AD4-BC)/,4-BD7 

\r,= c« y; 4- 2Ci)v; 4-i)«/ 

(AD-BC = i). 

Il faut montrer que les deux derniers groupes sont isomorphes holoédriques 
Les transformations infinitésimales du groupe (2) sont 

(4) < 

Les transformations infinitésimales du groupe (3) sont 

■'t=— . T =—-—, T= — 

.„ à d 

(5) •'' •^' 

^ d d 



A', 
rB', 

C 
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Si nous formons les combinaisons des transformations infinilésimales (4), ainsi 
que les combinaisons des transformations infinitésimales (5), nous verrons aisé- 
ment que les groupes donnés sont isomorphes hoioédriques. 

Les transformations infmitésimales correspondantes ont les mêmes index. 

Nous laissons au lecteur le soin de trouver lui-même les formules qui permettent 
de transformer Tun de ces groupes en l'autre. 



Conclusion. 

Les exemples que nous venons d'indiquer prouvent que quelquefois deux 
groupes, très différents quant à leur aspect extérieur, peuvent être transformés 
Tun en Tautre pourvu que nous puissions constater que ces groupes sont iso- 
morphes hoioédriques. 

Deux groupes isomorphes hoioédriques peuvent toujours être transformés l'un 
en l'autre, indépendamment du nombre des variables dans chaque groupe. 

Ce théorème réduit considérablement le nombre de groupes différents. Il nous 
conduit à nous occuper du problème très important de la réduction d'un groupe 
donné à sa plus simple expression avec le moindre nombre de variables. 

Nous avons l'intention de consacrer encore deux Mémoires à ce sujet. 

Dans le deuxième nous montrerons de quelle façon n'importe quel groupe |>eul 
être ramené à une forme rationnelle avec le moindre nombre de variables. Dans 
le troisième nous étudierons les propriétés de cette forme rationnelle aGn de la 
ramener à sa plus simple expression. 
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